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EINLEITUNG

Eine Hierarchie innerhalb der isolierten Singulari-
tdten von holomorphen Funktionskeimen wird durch die Ver-
einfachungsrelation definiert. Wir sagen, daB eine iso-
lierte Singularitat féﬁﬂg(n) sich in eine isolierte Sin-
gularitéat geqﬂ?(n) vereinfacht (deformiert, f —Ué g,
wenn durch eine kleine Stdrung von f Singularititen er-
zeugt werden konnen, die zu g p-homotop sind. (Die p-Homo-
topie ist eine grobe ZAguivalenzrelation im Vergleich zur

Rechts- und Kontaktdquivalenz.)

Es ist keine allgemeine Methode bekannt, mit der iiber
die Existenz einer Vereinfachung zwischen zwei beliebig
vorgegebenen Singularitdten entschieden werden kann. Alle
bisherigen Arbeiten lber Vereinfachungen zwischen isolier-
ten Hyperfldchensingularitédten beziehen sich auf engum-
grenzte Gruppen innerhalb der untersten. Stufen der

Hierarchie,

Ein gewisses MaB filr den Rang einer Singularitit in
dieser Hierarchie ist ihre Modularitdt. Die Klassifikation
von Arnold (vgl. [Ar 3] ) erfaBt alle isolierten Singulari-
tadten von Hyperfldchen mit Modularitdt hdchstens zwei.

Die O-, die 1l- und die 2-modularen Klassen gliecdert Arnold
jeweils in unendliche Serien und in exzeptionelle Klassen.
Dabel ergeben sich sowohl flir die unimodularen als auch
flr die bimodularen Singularitdten jeweils vierzehn exzep-
tionelle Klassen, die in vielerlei Hinsicht verwandte

zlge tragen.

E. Brieskorn hat die Vereinfachungen der Singularitdten
aus den vierzehn von Arnold entdeckten exzeptionellen uni-
modularen Klassen innerhalb der unimodularen Sincularitéaten
untersucht ([Br 2]). Er beschreibt, wie sich dieses Verein-

fachungsverhalten in rein arithmetischen Eigenschaften ihrer

Milnorgitter widerspiegelt ([Br 3] ).




Ein Teil der Vereinfachungen der Singularit&ten aus den
exzeptionellen bimodularen Klassen ist durch die Arbeit
[Lau 3] von H. Laufer bekannt. Wir werden das Verein-
fachungsverhalten dieser Klassen in der vorliegenden
Arbeit weiter untersuchen. Dabei werden wir uns an den

Methoden der Arbeit [Br 2] von E. Brieskorn orientieren.,

Ein Hauptergebnis unserer Arbeit ist die Bestimmung
aller Vereinfachungen der Singularitdten aus den exzeptio-
nellen bimodularen Klassen

E E E W

197 Egg W

18" 177 718 16

Z Z S S

177 %187 %19 167 S17

Q167 Q170 Qg

in die uni- und bimodularen Singularit&ten.

Wir zeigen, daB - analog zu dem Vereinfachungsverhalten
der O- und l-modularen Singularititen - diese Vereinfachungen
nicht von den Reprd@sentanten der exzeptionellen Klassen
abhdngen, d.h. wenn eine Singularitdt aus der Klasse X
sich in die Singularitdten einer Klasse Y vereinfacht (wir
schreiben dann: X —> Y ), so gilt dies filr alle Singula-
ritédten aus X (wir schreiben dann: X —ié Y ). Die gefun-
denen Vereinfachungen sind in einer Tabelle enthalten,
die aufgrund des Umfangs dieser Arbeit sowohl im AnschluB
an diese Einleitung als auch im tabellarischen Anhang A
reproduziert ist.

Es ist nicht zu erwarten, daB das unterschiedliche
Vereinfachungsverhalten der verschiedenen exzeptionellen
bimodularen Klassen in einer zum unimodularen Fall ver-
gleichbaren Weise in arithmetische Eigenschaften der Mil-

norgitter zum Ausdruck kommt. Denn nach W. Ebeling haben

zum Beispiel El8 und ng isomorphe Milnorgitter.




Es gibt aber eine stdrkere Invariante, namlich die
Menge der ausgezeichneten Dynkindiagramme zu einer iso-
lierten Hyperfldchensingularitdt, durch die sich die
Klassen der O-, 1- und 2-modularen Singularitd@ten unter-
scheiden lassen. Diese Diagramme beschreiben das Schnitt-
verhalten einer durch eine geometrische Konstruktion aus-

gezeichneten Basis des Milnorgitters,

Bekannt ist: Vereinfacht sich eine Singularitdt f in
eine Singularitdt g, so 1laBt sich jedes ausgezeichnete
Dynkindiagramm zu g als Teilgraph in ein ausgezeichnetes
Dynkindiagramm zu £ einbetten. Daher ist es natlirlich zu
fragen, wann ein solches Einbettungsverhalten vorliegt
und ob dem eine Vereinfachung zwischen Singularité&ten
entspricht. Allerdings scheint die Menge der ausgezeich-
neten Dynkindiagramme zu einer Singularit&dt uniiberschau-
bar zu sein, und die Beantwortung dieser Frage ist schon
von daher auBerst schwierig. Brieskorn hat aufgrund seiner
Untersuchungen fir Qie unimodularen Singularité&aten die
Vermutung ge&uBert, daB aus einer solchen Teilgraphbe-
ziehung zwischen zwei Dynkindiagrammen stets eine Verein-
fachung folgt ([Br 4]). Er konnte diese Vermutung in einer

Reihe von F&llen beweisen.

Vergleicht man nun, ohne die Bewertung zu berlck-
sichtigen, das Einbettungsverhalten sehr spezieller, von
Gabrielov und Ebeling (vgl., I.4.1) bestimmter ausgezeich-
neter Dynkindiagramme mit den von uns betrachteten Verein-
fachungen der bimodularen exzeptionellen Klassen, so findet
man zwar einige Vereinfachungen, denen kein Einbettungs-
verhalten entspricht; aber umgekehrt gibt es zu Jjeder
Diagrammeinbettung eine Vereinfachung.

Bei der Betrachtung der Einbettungsrelation spezieller

Diagramme filr andere bimodulare Klassen stieBen wir auf

Beispiele der folgenden Art:
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Es gibt ein ausgezeichnetes Dynkindiagramm der unimodu-
laren Klasse El4’ das sich - auch unter Berlcksichtigung
der Bewertung, wie uns Ebeling zeigte - zu einem ausge-

zeichneten Dynkindiagramm der bimodularen Klasse W er-

gadnzen 1&Bt. Andererseits zeigt eine Betrachtung dééo
Tjurinazahlen, dag wl,O N El4 nicht méglich ist (II.2.2.2).
Diese Beobachtungen waren fiir uns AnlaB, das Verein-
fachungsverhalten der niedrigsten Klassen der bimodularen
Serien genauer zu untersuchen, zumal wir erwarteten, daB
eine solche Untersuchung, verglichen mit der der bimodu-
laren exzeptionellen Klassen, einfacher ausfallen wiirde.
Diese Erwartung hat sich auBer fiir die Klasse U be-

1,0
statigt.

Das zweite Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit, das
ebenso in der Tabelle im AnschluB an diese Einleitung
erfaBt ist, ist die Bestimmung aller Vereinfachungen der

Singularitdten aus den Klassen der bimodularen Serien

J Z

3,0 “1,0" 9,07 "1,0r S1,0 und Uy 4

in die uni- und bimodularen Singularitédten, Es finden sich
hier genau vier Vereinfachungen, fir die gilt:

X —39 Y, aber nicht: X —ié Y.

Es sind dies die Paare:
(X, ¥) =0y orByg)s (Sq g0 Byg), (U (s 2q5)

und (Ul,O’ T2,3,9).

Flir die von uns betrachteten speziellen ausgezeichneten
Dynkindiagramme gilt auch hier:
Flir jede Diagrammeinbettung ohne Bewertung existiert eine

Vereinfachung der zugehdrigen Klassen.

Eine weitere interessante Invariante einer isolierten
Hyperflachensingularitdt ist das Spektrum, ein Tupel ratio-
naler Zahlen, das eng mit den Eigenwerten der Monodromie

zusammenhdngt und Uber eine gemischte Hodge-Struktur defi-

niert wird.




Nach einer Vermutung von Arnold ([Ar 4]) folgt aus einer

Vereinfachung zwischen zwel Singularitdten eine (leicht zu
verifizierende) Adjazenzbeziehung zwischen den zugehdrigen
Spektren., Diese Adjazenzbeziehung haben wir in einer Reihe
von Fallen bestimmt. In allen von uns untersuchten Verein-
fachungen konnten wir die Vermutung von Arnold bestéatigen,

die in jlngster Zeit von J.H.M. Steenbrink bewiesen wurde.

Bel einem Vergleich der Spektrenadjazenzen nmit dem Ver-
halten der speziellen Dynkindiagramme stieBen wir auf das
folgende Beispiel, von dem wir mit einem Hinweis von
W. Ebeling beweisen konnten:

Es existiert ein ausgezeichnetes Dynkindiagramm zu der uni-
modularen Klasse El4’ das mit Bewertung als Teilcraph in

einem ausgezeichneten Dynkindiagramm der bimodularen
=

1,1
fachung zwischen diesen Klassen. Damit ist die von Bries-

Klasse S enthalten ist, Es existiert aber keine Verein-

korn geduBerte Vermutung widerlegt (vgl., III).

Zu den Methoden:

a) Betrachtung der Invarianten

Fast alle Resultate der Form nicht( X —2> v ) erhalten

wir durch die Untersuchung der Invarianten der Singularitéa-
ten. Durch eine Betrachtung einfacher Invarianten wie
Korang und Milnorzahl lassen sich die moglichen Fédlle

von Vereinfachungen bereits wesentlich einschrénken. Ein
notwendiges Kriterium fir eine Vereinfachung ist die pri-
mitive Einbettbarkeit der Milnorgitter. Ob zwei Milnor-
gitter primitiv ineinander einbetten, l&Bt sich mit Hilfe
ihrer Diskriminantenformen entscheiden. Diese Methode
werden wir in Anlehnung an die Arbeit [Ni] von V.V. Nikulin
darstellen.

Zur Berechnung der Diskriminantenformen benutzen wir die
Arbeit [Eb 2] von W. Ebeling. Ebeling gibt fiir die meisten
von Arnold klassifizierten Singularitdten Dynkindiagramme
sowie Signaturen und Zerlegungen der Milnorgitter an. Aus
diesen Invarianten lassen sich die Diskriminantenformen
leicht berechnen.

IIIIIII-..IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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b) Analyse der Gleichungen

Die Falle, in denen X Qie Y nicht durch eine Betrachtung
von Invarianten ausgeschlossen werden kann, sowie Resultate

der Form X _19 Y, X —L Y und Resultate der Form

X —59 Y, aber nicht X _19 Y werden bewiesen, indem wir
flr geeignete feX, geYy f —E9 g bzw. £ —é% g durch
eine Analyse der Gleichungen beweisen, Hierzu genligt es,

eine transversale Scheibe

7: ¢t -——>/w?(n) mit

r
r(t)y=f+ § t.v., V¥,,...,0_ erzeugen 4H2/4mAf,
-1 171 1 r

1

an den Rechtsorbit von f zu untersuchen.

Die Untersuchung, fir welche Parameter t die Singulari-
tdten 7(t) p-homotop zu g sind, flihrt auf algebraische
Bedingungen an die Parameter tech, 1Ist g stabil-dquivalent
zu einer Kurvensingularitdt, so leiten wir die Bedingungen
mit Hilfe des Systems der Multiplizitdtensequenzen dieser
Kurvensingularitat her. In den anderen von uns betrachte-
ten Fallen ist g stabil-&guivalent zu einer Fl&chensingu-
laritat mit der Multiplizitdt drei. Wir kdnnen uns dann

mit einer Methode von C.T.C Wall auf die Untersuchung von

Kurvensingularitdten reduzieren.

Die Berechnungen expliziter LOsungen der algebraischen
Bedingungen fihrt auf stetige Familien ft. mit fo==f
und ft~ug fir t #O0.
Viele Vereinfachungen f —He g folgen bereits aus der
Angabe solcher stetigen Familien,
Flir quasihomogenes f 188t sich die Untersuchung wesentlich

vereinfachen, wenn man transversale Scheiben mit C*-Aktion

benutzt.
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zur Gliederung:

In Kapitel I haben wir dic fir unsere Untersuchung
grundlegenden Begriffe und Ergebnisse aus der Theorie
isolierter Hyperfldchensingularitd@ten zusammengetragen.
Diese sind weitgehend bekannt, wenn sie auch in der Litera-
tur nur verstreut zu finden und in den verschiedenen
Arbeiten nicht einheitlich dargestellt sind. Kapitel I

ist daher recht ausfihrlich.

Die Kapitel II und III sind zentral. Hier findet
der Leser die Pradzisierung der Aufgabenstellung, die
Hauptresultate der Arbeit, sowie bekannte Vereinfachungs-
ergebnisse, soweit sie mit unserer Untersuchung in Zu-
sammenhang stehen. Ferner werden der Aufbau der Beweise
zu den Hauptresultaten erldutert und allgemeine, kurze

Teile der Beweise ausgefiihrt,

Die Methoden fir die Untersuchung der primitiven Ein-
bettungen von Milnorgittern, die Untersuchung der trans-
versalen Scheiben und die Methoden zur Aufstellung der

algebraischen Bedingungen werden in Kapitel IV dargestellt.

Kapitel V zerf&dllt in zwei unabha@ngige Teile. In
V.1l untersuchen wir die primitiven Einbettungen von Mil-
norgittern, um Vereinfachungen zwischen Singularitdten
auszuschlieBen. In V.2 beweisen wir durch eine Analyse
der Gleichungen die Aussagen f —ﬁ% g, die nicht durch
eine Betrachtung der Invarianten nachgewiesen werden
konnen, sowie die Aussagen f —> g, die nicht aus den

u
von uns angegebenen stetigen Familien folgen.

Wie aus dem Inhaltsverzeichnis ersichtlich ist, ver-
lauft jede der Untersuchungen in V.2 in drei Stufen:
Zunédchst werden transversale Scheiben berechnet, sowie

die Reduktion auf Kurvensingularitdten ausgefihrt (Allge-

meiner Teil bzw. Vorbereitung der Analyse der Gleichungen).
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Im nachsten Schritt werden flr mehrere Singularit&ten-
klassen simultan die algebraischen Bedingungen hergelei-
tet (Aufstellen der Gleichungen). SchlieBlich untersuchen
wir im letzten Schritt das Ldsungsverhalten der so gefun-

denen Gleichungssysteme (Analyse der Gleichungen).

Die Tabellen zu den Ergebnissen aus Kapitel III
und die Tabellen mit Normalformen und Invarianten der

Klassen von Arnold sind im Anhang A zusammengefaSt.

Das in Anhang B angegebene Computerprogramm wurde fiir
die Herleitung der algebraischen Bedingungen in Kapitel V.2

verwendet,

Wir weisen noch auf einige besondere inhaltliche
Punkte der Arbeit hin.

- Auf die Klassifikation von Arnold gehen wir in I.3 ein.

- Die Singularit&ten einer Arnoldschen Klasse sind
H-homotop. In I.2.4 gehen wir auf u-Homotopie sowie
M-Vereinfachung und deren Eigenschaften ein. In I.5
zZzeigen wir, daB verschiedene Arnoldsche Klassen in
verschiedenen p-Homotopieklassen liegen. Wir erdrtern
die Frage, ob die Modularit&t l&ngs p-Homotopieklassen
konstant ist.

= In II.4.1 geben wir einen ausfihrlichen Beweis fiir die
Invarianz der Menge der ausgezeichneten Dynkindiagramme
unter p-Homotopie.

- In IV.1.5 behandeln wir die primitive Einbettbarkeit
von geraden Gittern mit eindimensionalem Kern in ein
gerades, nicht ausgeartetes Gitter,

- Auf monomialen transversalen Scheiben guasihomogener
Singularitdten ist eine C*-Aktion definiert. Wir
leiten hieraus in IV.2.2 einige Folgerungen her, die die
Analyse der Gleichungen in V.2 wesentlich erleichtern.

Wir Ubertragen ferner zwei Ergebnisse fiir semiuniver-

selle Deformationen mit C*-Aktion auf transversale
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Scheiben mit C*-Aktion, die einer zusdtzlichen Eigen-

schaft genlgen.

- In V.2.6 gehen wir kurz auf eine zusdtzliche Gruppen-
operation fir die gquasihomogene Singularitdt aus
U16 ein. Ferner geben wir flir zwei durch ihr Verein-
fachungsverhalten ausgezeichnete Singularitdaten aus Ul,o
andere Gleichungen an, die eine zusdtzliche Symmetrie

besitzen.

- Zwischen bestimmten Klassen von Flachensingularitdten
und bestimmten Klassen von Kurvensingularit&ten wird
durch die Reduktionsmethode von C.T.C Wall eine Bijektion
definiert. Wir zeigen in Anlehnung an Methoden seiner
Arbeit [Wa], daB diese Bijektion die Vereinfachungs-
relation respektiert (IV.3.2).

Die Untersuchung der Vereinfachungen in dieser Diplom-
arbeit ist wie folgt aufgeteilt:

Richard hat die Vereinfachungen der Klassen

E E E

19" 720
Z

J3, 07 Eig’

Z Z

21,07 %177 %187 %19

Q2,07 Q167 Q177 Qe
Dieter die Vereinfachungen der Klassen

W W

17" 718

Sl7 und

"1 0r

S

S1,0" Si6’

Franz die Vereinfachungen der Klassen

U U

1,0" “16

untersucht.
Urspringlich waren dies drei Einzelthemen. Die Themen-

stellung legte es jedoch nahe, diese Arbeit gemeinsam zu

verfassen.
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Dazu waren aufgrund der unterschiedlichen Ansitze inten-
sive Diskussionen und Umarbeitungen der Entwiirfe erforder-
lich.

Sowohl im Aufbau als auch bei den Methoden haben wir uns
um eine kohdrente Form der Darstellung bemiiht. Dies gilt

insbesondere flir Kapitel V.

Wir mochten J. Wahl, K. Wirthmiiller, C.G. Gibson,
U. Karras und vielen anderen fiir ihre Gesprdchsbereitschaft
danken, ebenso dem RHRZ filir die Benutzung der Rechenanlage.
Franz dankt der Studienstiftung des deutschen Volkes fiir
die finanzielle FOrderung.
Unser besonderer Dank gilt Dr. W. Ebeling flir die gute
Betreuung, Prof. E. Brieskorn fiir die Anrequng zu dieser
Arbeit sowie flr wichtige Impulse und unseren Eltern

flir die Unterstiitzung.

Bonn, den 1.Mai 1984

Die drei B's
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KAPITEL I: ERGEBNISSE AUS DER THEORIE ISOLIERTER HYPER-
FLACHENSINGULARITATEN

I.1 Grundlegende Begriffe und Eigenschaften

Unsere Untersuchungen Uber Vereinfachungen beziehen sich
stets auf holomorphe Funktionskeime f:(c“,o)-———>c . Obwohl
sich viele der folgenden Aussagen auf glatte Funktionskeime
f:(Rn,O)———elR Ubertragen lassen, beschrdnken wir uns daher

von vorneherein auf den komplexen Fall,

Wir setzen einige Tatsachen aus der lokalen analytischen
Geometrie, wie sie z.B. in [Fo ], § 1-11, und [ Br 5], 8.1 und
8.2, dargestellt sind, als vertraut voraus.

Es bezeichne

©(n) den Ring der holomorphen Funktionskeime in oec” ’

m(n) dessen maximales Ideal,

©*(n) die Gruppe der Einheiten in ©(n),

B3(n) die Gruppe der biholomorphen Abbildungskeime
0:(c”,0) —> (c",0)

(X,x) den Keim einer analytischen Menge in ;(ec” bzw, , wenn
dies ausdriicklich gesagt wird, einen komplexen Raum-
keim mit eventuell nicht reduzierter Struktur.

Fir fem(n) bezeichne

of

X )@(n)

Af:=('§'>f(_,...[
1 n

das von den partiellen Ableitungen von f erzeugte Jacobi-

ideal.
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I.1.1 Jetrdume, Rechts- und Kontaktdquivalenz

(Literatur: [ B-L ], §4 und § 11, [Was ], § 1 und § 2)

1.1.1 Flr k r und n aus N mit n>1 , O <r< k+l, sei

r
Je(n) /mk+l (m °(n) := O(n) ).
Die Elemente aus dem Jetraum Ji(n) heiBen k-Jets von Funkti-
onskeimen,

Die Jetabbildung

jk: @(n) / k+l

£ }—————9f+‘mk+l(n)

induziert auf Jo(n) die Struktur einer lokalen C - Algebra

k
mit maximalem Ideal Ji(n) und der Gruppe der Einheiten Ji(n).
Da zwei Funktionskeime f,gemn(n) genau dann den gleichen

k-Jet représentieren, wenn ihre Taylorreihen bis zum Grad k

Ubereinstimmen, ist Jg(n) als Vektorraum isomorph zum Raum
der Polynome vom Grad h6chstens k . J%(n) ist als endlich-

k
dimensionaler C - Vektorraum in natlrlicherweise mit einer To-

pologie versehen.

¢(n) trage im folgenden die durch die Abbildungen
jk: @(n)———eJE(n), ke]NO,deFinierte Initialtopologie:
Dies ist die grobste Topologie auf ©@(n) , so daB eine Abbil-
dung p: X—> @(n) von einem topologischen Raum X nach @(n)
genau dann stetig ist, wenn alle Kompositionen jf P stetig

sind.

Flir einen biholomorphen Abbildungskeim ¢ € 8(n) erhal-
ten wir den k - Jet jk(¢)eJE(n)x...xJ§(n), indem wir den
k - Jet Jeder Komponentenfunktion bilden.Die Abbildung
jk:‘B(n)———éjk(B(n)) induziert auf jk(B(n)) eine Gruppen-
struktur.

1.1.2 Um Funktionskeime zu identifizieren, die sich nur um
einen biholomorphen Koordinatenwechsel unterscheiden, betrach-
ten wir die Gruppenoperation

B(n)*»m(n) — mw(n)

(o,f) '~—9fo¢-—l.

lIIIlIl‘I..IIlllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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Die Bahnen dieser Operation heigen Rechtsorbits, £ und g e

m(n) heiBen rechtsdquivalent ( f~ ), wenn sie im gleichen

rY

Rechtsorbit liegen.

Wir definieren eine weitere Gruppenoperation auf m(n):
(0*(n)xB(n))xm(n) —> m(n)
((e,0),£) F—>e-(foo 1),

Deren Bahnen heiBen Kontaktorbits und f,gem(n) kontaktagui-

valent ( fNKg ), Wenn sie im gleichen Kontaktorbit liegen.

f,gem(n) sind kontaktdgquivalent genau dann, wenn die Raum-

keime (f_l(O),O) und (g-l(o),o) isomorph sind.
Auf J&(n), keN , werden die Operationen
. 1 1
jk(ﬁ(n))xJk(n)———éJk(n)
(jk(®),jk(f)) F*—>jk(f°¢)
und
(J*(n)x3, (B (n)))xJi(n) —>Jt(n)
k k k k

(3,0e) 13, (8)), 3, (£)) —>73, (e~ (£os™ 1))

induziert, deren Bahnen wir Rechts- bzw. Kontaktorbits im Jet-

raum nennen,

Dies sind nun algebraisch definierte Operationen von weg-
zusammenhdngenden algebraischen Gruppen auf dem endlich - di-

mensionalen € - Vektorraum Jl(n). Deren Orbits sind folglich

k
wegzusammenhdngende Untermannigfaltigkeiten von Ji(n) ([ Bu ],
8.3.). Ein Rechts- bzw. Kontaktorbit wird unter der Jetabbil-

dung jk:1n(n)-———>Ji(n) stets surjektiv auf ein Rechts-

bzw. Kontaktorbit im Jetraum abgebildet.

Satz:

Seien fem(n) und ke N.

a) Der Tangentialraum des Rechtsorbits im Jetraum von (f)

(mof) .

jk

in diesem Punkt ist jk

b) Der Tangentialraum des Kontaktorbits im Jetraum von jk(f)
in diesem Punkt ist jk( ) +maf),

s
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(Dabei betrachten wir die Tangentialridume als Untervektorriume
1
von Jk(n).)

Beweis: Vergleiche [ Was ], Lemma 2.8,

[
N

Isolierte Singularitédten

(Literatur: wie 1.1)

1.2.1 Wir werden hdufig die folgende einfache Folgerung aus

dem Nakayama-Lemma der kommutativen Algebra benutzen:

Lemma:

Seien ©c (@(n) ein Ideal und ke]No eine natlrliche Zahl mit

. v
dlmc //1x-+ntk+l < k.

Dann gilt mkctnund damit
o}
. @ .. J (n)//
aing Y/, = ding %k 3 ()

Beweis:[ Was ], Cor. 1.14 , O

Korollar:

Ist vtc@(n) ein Ideal mit d:'LmC cD/m <k, so gilt mkcv(.

1.2.2 Sei OeUcc” eine offene Umgebung der Null, f:U——>¢C
holomorph und f(0) =0 .

Definition:

Die kritischen Punkte von f sind die Punkte aus

of

- of = =
C:={xeU lax (x)—...—axn

1
X€U heiBt reguldrer Punkt von f , wenn xéC,

(x) =0}

x€U heiBt singuldrer Punkt der Faser f—l(t) , wenn

XECnf_l(t) .
teC heiBt kritischer Wert von f , wenn tef(C) .
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Bemerkung: Da im folgenden keine Verwechslungen zu befiirchten
sind, werden wir den durch die holomorphe Funktion f defi-
nierten Funktionskeim in m(n) ebenfalls mit f bezeichnen.

Es gilt: O 1ist singuld@rer Punkt von f_l(o) <=> fe1ﬂ2(n).

Satz:

Sei O ein singulédrer Punkt von f~l(0) . Dann sind &aquivalent:
(1) O 1ist isolierter kritischer Punkt von f .

(ii) Die Milnorzahl p(f) ﬁ=dim¢C7Af ist endlich.

(i1ii) O 1ist ein isolierter singuldrer Punkt von f_l(O).
. . . . .= . (9 . .
(iv) Die Tjurinazahl <(f) : dlmc /(ﬂ-+Af ist endlich.
Beweis:
"(1)<=>(ii)" und "(iii)<==>(iv)" folgen aus dem Riickert-

schen Nullstellensatz und dém Korollar aus 1.2.1 (vergleiche
[B-L ] 11.16). "(i) = (iii)" ist trivial.

"(iii) =>(i)": Nach einem Satz von Sard (siehe [B-L ] Kapitel
2) hat £(C)cC das MaB Null. Nach Voraussetzung ist
fi:C-———eﬂZ endlich in O, also endlich in einer Umgebung

von O . FlUr hinreichen kleine Umgebungen OeU'cU und OeVeC
ist demnach f(CnU')nV analytisch und nulldimensional. Also
hat auch CnU in O die Dimension O, d.h. O ist ein isolier-
ter Punkt von C (siehe [Fi ] 3.2.). O

Definition:

Erfillt der Funktionskeim feﬂwz(n) eine der in obigen Satz
genannten Bedingungen, SO sagen wir:

"f hat in O eine isolierte Singularitat"
oder kurz

"f 1ist eine isolierte Singularitat",

Bemerkung: (i) Sei f:U——>C wie oben. Dann ist O ein re-

guldrer Punkt von f genau dann, wenn &4f = @(n) , also

H(E) = <(f) =0,

(ii) Die Milnor- und die Tjurinazahlen definieren Funktionen
HyT: M(n) —> Nuv{0, =},

Diese Funktionen sind halbstetig nach oben (siehe 2.4.1).

s ——
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1.2.3 Lemma:

Sei fe1ﬂ2(n) eine isolierte Singularitat. Dann cilt:

2
. m _ _ . m _ a
aim, /mAf-u(f) L+n, dimg /Mf-u(f) 1,

2
.m _ .om _
dlmc //m4f+¢)"1(f) -1l+n, dlmc /Q%Af+(ﬂ =1(f)-1.

Beweis:
Wir modifizieren den Beweis aus [ Was] Prop. 2.19 . Es genligt
Zu zeigen:

2

axih;i;n sind linear unabhangig modulo wmAf + (f) ,

denn dann ist

. AE+ (D) . af _
dimg /mAf+(f) = dimg /mAf =n.

Die Behauptungen folgen dann aus den Definitionen von pu(f),

t(f) und aus dlmc /7w2(n) n.
Annahme: Es sei
n n
* 3f _ af .
(*) ‘Z Ciax."‘i uy 55—t uf
i=1 i i=1 1

mit ciec , u161n(n), ue @n) und cl=#0.

Wir definieren den Keim eines Vektorfeldes auf (Gn,O) durch

n 3
X:= .E (Ci-ui)3§f
i=1 1
und zeigen fir k2>1:
(**)  xSestr® = x(x$esr+ @ .
Da X(xk)=lo(c -u )xk_l und k°(c, -u,)e®@*(n)
1 1 1’71 1 1
gilt dann:
k . Jk-1
XlEAf+(f) = X3 e€sf+ ().

Da 1l¢asf+ (em(n) folgt xiéaf+(f) fir alle k>1 im Wider-
spruch zur Isoliertheit der Singularit&dt, denn aus dem Korol-

lar in 1.2.1 folgt mH(Flcag |

Beweis von (**).

Sei x?eAf-+(ﬂ. Dann existieren n.,ne@(n) mit

j
k n of
Xi=nf+ | n.——
1 ) IX. °
j=1 %%
n n
3
X(xF) = X(n)E+nx(£) + J X(n) -4 7 a.x3f
1 - 3 o8x. .o jUeX.
Jj=1 J J=1 J
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Es gilt X(%)e Af + (B ,da
J

n 2 n .

of 3°F 3 3(ci -uj) sf

ox2) © .Z (e -uy) o = o X(E)- 1 X ax
Jj i=1 Jjoi j i=1 1

*) n a(C'—U‘)

3 1 1’ 3f
=Z— (uf) - § esf + (O .

axj i=1 axj 3X O
Korollar:

Es sei fewnz(n) und k€N mit ﬂik(n)CAf . Dann ist die Kodim-

Z(n)

ension des Rechts- ( bzw. Kontakt- ) Orbits von jk(f) in Jk

gleich p(f) -1 (bzw. =<(f)-1).

Beweis:
Der Tangentialraum des Rechtsorbits von jk(f) in Ji(n) ist
nach 1.1.2 jkhnAf). Da mk+lc«nAf gilt fir dessen Kodimen-

sion in Jz(n):

k
2

. . _ <. M7 (n) = -
codim 3, (maf) = dim /mAf+mk+l—u(f) 1.

Analog folgt die Behauptung fiir den Kontaktorbit.

g

1.2.4 Satz:

Seien fl,f251n2(n) kontaktaquivalent,

Dann gilt: u(fl) =u(f2)
und T(fl)= T(fz).

Beweis:
Hat fl keine isolierte Singularitdt in O, so auch nicht f2.
Die Milnor- und Tjurinazahlen von f. und f. sind dann unend-

1 2
lich.

Sei fl=e°(f20¢) mit ee®*(n) und ¢eB(n) .
Dann induziert der Isomorphismus

2 (n)=—s m%(n)

h —->e-(ho¢)

fir jedes keN eine biholomorphe Abbildung Ji(n)ﬂi——>Ji(n),
die den Rechtsorbit von jk(fz)im Jetraum biholomorph auf den

Rechtsorbit von jk(fl) imJetraum abbildet. Die Kodimensionen

dieser Untermannigfaltigkeiten im Jetraum sind also gleich.
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Haben fl und f2 isolierte Singularitdten in O, so folgt
mit dem Korollar aus 1.2.3 fir genligend hohes k :

U(fl) -1 =u(f2)-l,
Die entsprechende Uberlegung flr Kontaktorbits zeigt

T(fl)—],=1(f2)—]_. 0

1.2.5 Definition:

k+1

fem(n) heiBt k -bestimmt ( keN ), wenn jedes gef +71 (n)

rechtsaquivalent zu f ist.
Insbesondere ist f dann rechtsdquivalent zu dem Keim
des Polynoms, das durch seine Taylorentwicklung bis zum Grad k

gegeben wird.

Satz:

k+1

Seien f em(n) und keN mit 1nk(n)c1n(n)-af+—m (n) .

Dann ist f Kk - bestimmt.
Beweis: [ Was ] Theorem 2.6. d

Korollar:

Sei fem(n) und p(f) <=, Dann ist f (u(f)+1l) - bestimmt.

—
w

Korang, Multiplizitdat und Tangentialkegel

1.3.1 Definition:

Sei fETnz(n). Dann wird der Korang von f definiert als der
Korang der Hesseschen Matrix von f :

( azf

Korang (f) := Korang % 3% (O))l<i j<n
i%%5 =trJz

Lemma:

Der Korang ist invariant unter Kontaktdquivalenz und auf
1n2(n) halbstetig nach oben. O
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Satz: ( verallgemeinertes Morse - Lemma )
. 2 . . 3 .
Sei fem (n), Korang (f) =& ., Dann gibt es ein gem” (&) mit
2 2
f(xl,...,xn) “Rr g(xl,.,.,xl)+-x2+l+ cee b X
Beweis: [ Si 1] (3.2) oder [Was ] 5.12. O

Definition:

Seien feTnz(n) und g€7n2(2) mit ¢ <n ., Dann heiBen f und g

stabil &dgquivalent, wenn

f(xll---rx)"'R g(Xl,...,va)+x + .+ X

Lemma:

Seien feﬁnz(n) und gETnz(l) stabil &dquivalent.
Dann gilt up(f) =p(g) und =(f)=1(g) . O

1.3.2 Definition:

Sei fem(n)-{0} und

v=l "
wobei die fv homogene Polynome vom Grad veIN ( bzw. das

Nullpolynom ) seien. Die kleinste zahl v >1 fir die £, ein
vom Nullpolynom verschiedenes Polynom ist, nennen wir die
Multiplizitdt v(f) von f .

Den Nullstellendivisor von fv(f)inl Cn bezeichnen wir als

den Tangentialkegel T(f) von f .

Die Basis des Kegels T(f) ist flir n>1 eine projektiv-

algebraische Hyperflédche in Pn (C) (im allgemeinen mit mehr-

-1
fachen Komponenten ).

Lemma:

Die Multiplizitd@t ist invariant unter Kontaktdgquivalenz und
auf m(n)-{0} halbstetig nach oben.
Sind f,gem(n)-{0} kontaktdquivalent, so sind T(f) und T(g)

linear &dquivalent. O

llIIllI‘I..IllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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1.4 Quasihomogene und T - nichtentartete Funk:iionskeime

1.4.1 Definition:

a) Ein Polynom fec[xl,...,xn] heiBt cuasihomogen
vom Grad dEINO bezlglich der Gewichte (wl,...,wn)e Nn
(oder kurz: guasihomogen vom Typ (wl,...,wn;d) ), wenn

f= ] ax" (ven').
vew=d ©
Dabei bezeichne
n
VW = Z V. *W.
i=1 * 1

den gquasihomogenen Grad des Monoms X' beziglich der Ge-

wichte (w JWo) .

l,... n
b) Eine Potenzreihe .fec[[xl,...,xn]] , £+0, heipt semi-
quasihomogen vom Typ (wl" .,wn;d)emn+l, wenn gilt
£= 7 ax’
vew>d v

und wenn O eine isolierte Singularitdt der Faser g ~(0)
des Polynoms
g:= I avxv
vew=d
ist. g heiBt der Hauptteil von £ .

c) Ein Funktionskeim f em(n) heiBt (semi-)gquasihomogen vom

Typ (wl,..,,wn;d), wenn seine Taylorentwicklung (semi-)

quasihomogen von diesem Typ ist.

Satz:

Sei feC[x ,xn], f+0, ein Polynom. Dann sind &dquivalent:

l,...,wn;d) .

l[...
(i) £ 1ist quasihomogen vom Typ (w

(i1i) Flr alle xeC gilt

f(flxl“..,ynxn)=>§f(x).
(iii) £ genligt der Eulerschen Differentialgleichung
n 3f
d-f= 7§ X

: 171 ax,
i=1 b L%y

Beweis: [ Br 5] 4.4, O
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Theorem: ( Saito )

f€1n2(n) habe eine isolierte Singularitdt in O .
Dann sind &aguivalent:
(i) f 1ist rechtsadquivalent zum Keim eines guasihomogenen
Polynoms.
(ii) fenf
(iii) Der Kontakt- und der Rechtsorbit von f fallen zusam-
men,
(iv) u(f) =1(f)

Beweis:
"(1i1) <=> (1iv)": feosf <=> (f) + af = sf <=> p(f) =+1(£f) .
"(i) ==>(iii)": Sei o0.B.d.A. f quasihomogen. Ist dann f vy 9

so folgt leicht: ffﬁag (siehe z.B. [ Du 1] Lemma 9.1 ).

"(iii) ==> (iv)": Fallen fir jedes k der Rechts- und der Kon-
taktorbit vonjk(ﬂ imJetraum zusammen, so sind deren Kodimensi-
onen gleich und die Behauptung folgt aus 1.2.3.

"(ii) ==>(i)": Dies ist das Hauptergebnis der Arbeit [ Sa 1 ]
von Saito. O

Theorem: ( Arnold)

Sei fem(n) semiquasihomogen vom Typ (w .,wn;d) mit

1"
Hauptteil g . Dann gilt:
o3
(1) u(f) = || (W_"l)
i=1 i

(ii) WwWahlt man Monome, die eine Basis von @(n)/sag repra-
sentieren, und sind wl,;..,wr die Monome dieser Basis
mit hoherem quasihomogenen Grad als d, so gibt es
a

precerdLE C mit
r
frpat 1 ajv; .
i=1
Beweis: [ Ar 2 ], Folgerung 4.8, Theorem 7.2 .

Vergleiche auch IV.,2.1
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1.4.2 Das folgende Lemma ist fir die Bestimmung von Kontakt-

orbits nitzlich:

Lemma:
. 2 . 2
Sei gém™(n) guasihomogen vom Typ (wl,...,wn;d), pem (n)
guasihomogen vom Typ (wl,...,wn;d') mit d4'>d und ee€®*(n)
: eine Einheit.
§ Hat dann
k f:=g+e-vy
eine isolierte Singularitdt in O,
so gilt
meg-Fw.
Beweis:
Fir ne®*(n) sei o¢¢€ B(n) der durch
W W
Yl'—‘Xl‘nl, . o ,yn=Xn'nn
definierte Koordinatenwechsel. Dann ist
foo =3[ g+ nl(eoe) y ] mit r=4'-4d.

Da n"d(fo¢) endlich - bestimmt ist, folgt die Behauptung,
wenn flir jedes 2e¢ N die Gleichung

nr'(eo¢)z lmod1nz+l

eine LOsung ne®*(n) besitzt,
Um dies nachzuweisen, stelle man e und n als Reihen

n= 1 n,
i=o *
dar, wobei die e und ny fir i >0 quasihomogene Polynome

e= ) e.,
i=o *
vom Typ (wl,...,wn;i) bzw. das Nullpolynom seien.
Dies setze man in nr'(eo¢) ein und fasse wieder nach quasi-
homogenen Polynomen gradweise zusammen:
r @

n *(eoo) = J 0. v

i=0
die ch quasihomogen vom Grad 1 bzw. das Nullpolynom.

Dabeil ist

r .
0 = e mit e 0
o "o %o 0T O
und
r-1
0. =r-" ‘e *n. +D. . e ,...,e.
i o o "i i(nge P15 re;)
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flir i>0, wobei Pi ein Polynom ist.

Rekursiv lassen sich also Nore= 1My mit no=#O so bestimmen,
dag flr gegebenes & und geniigend groges k gilt:
Flr
k
= T
n:<= ¢, N
i=o K
ist
k o
) o, =1 und ) eie7n£+l.
i=0 i=k+1 O

1.4.3 Nach dem in 1.4.1 genannten Resultat von Arnold 1laBst
sich die Milnorzahl eines semiquasihomogenen Funktionskeimes
aus dem Typ (wl,...,wn;d) berechnen. Dies wurde von Kushni-

renko unter Benutzung von Newtonpolyeder verallgemeinert:

Definition:

fe1n2(n)-{0} habe die Taylorentwicklung
v

Eavx

a) F+(f)c1R2 sei die konvexe Hiille der Menge
U (v+]R2)
ve supp(f)
wobei supp(f) := h)emgl av+()}.

b) Das Newtonpolygon TI(f) von f ist die Vereinigung der

kompakten Seiten des Polyeders r+(f).

r (f) sei die Vereinigung aller Verbindungsstrecken

{tev | te[O,1]1), ve r(fh‘von O mit T(f) .

c) Die Newtonzahl von f wird definiert als
= g n-i i1.V
N(E) == | (-1) clitV,
1=0

Dabei ist VO :=1 und fir 1<i<n ist Vi die Summe der
i-dimensionalen Volumina der Durchschnitte von r (f)

mit den i-dimensionalen Koordinatenunterriumen

Up = {(Vl,...,“n)GJRz l vp =0 flir 2¢eI}, Ic{l,...,n},
[Il =n-1.
d) f heigt I - nichtentartet, wenn flir jede kompakte Seite

4 von T(f) und




die Polynome

@
Hh
>

]
.

7
laxl

X

3

a>

bl
3

keine gemeinsame Nullstelle in (<E~-{O})n haben.

Theorem: ( Kushnirenko )
(i) Flr alle fe1n2(n)-{0} ist die Milnorzahl groBer oder

gleich der Newtonzahl:
H(E) >N(f) .

(ii) 1Ist fe«nz(n) — {0} T -nichtentartet und hat f eine

isolierte Singularitédt in 0O, so gilt:
PH(E) =N(£) .
(iii) Sei fe1n2(n)—{o} . Dann ist eine offene, dichte und
zusammenhdngende Teilmenge aller gE?ﬁz(n) mit gleichem

Newtonpolygon wie f T -nichtentartet.

Beweis:

Siehe [ Kou ] 1.10.Theorem I .

Seine Definition der Newtonzahl weicht von der oben genannten
ab. Daher muB noch 1.12, Proposition (i) aus seiner Arbeit

bericksichtigt werden.

Weitere Literatur: [Vva 1], [Eh]. O
Beispiel:
f(x,y) w=x6-+x2y2-+xy5,
g(x,y) :=X6+x2y2+xy5+yk mit k>8,
(6,0) (6,0,

%C%/ 1.5)

/ /
/7}////77//"' (.5 /?35?&64/////// e

(0.0) T (oK)

f und g sind I - nichtentartet: Zum Beispiel ist die Verbin-

dungsstrecke der Punkte (6,0) und (2,2) eine Seite von T(f)

und r(g) . Bezeichnet & diese Seite, so ist




6 2
fA(x,y)==gA(x,y)= X+ x2y ,
of 6 2.2 of 2.2
XS;A—:GX + 27y, y#=2xy ’
3fa _  3fp _ _ _ -
Da x;;—-—y3§—-o <==> Xx=0 oder y=0

ist flir f und flir g die Bedingung der T - Nichtentartetheit
bezlglich der Seite & erfiillt.

Flir die Newtonzahlen ergibt sich:

ll6 2 llz ll
N(f) = 2!°(§ o2l *3l2 5 )-1!6+1=15
1|6 2 llz 1 l}l O‘
N(g) =2!-(§ o 217305 5| *3 5 K )-1!'+(6+k)+1=15,
Also folgt p(f) =up(g) =15
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1.2 Entfaltungen, Deformationen, transversale Scheiben,

B - Homotopie und p - Vereinfachung, Modularitédt

I.2.1 Entfaltungen von Funktionskeimen

Wir verwenden den Begriff Entfaltung, wenn wir Stdrungen
von Funktionskeimen, den Begriff Deformation, wenn wir Sto-

i rungen von Mengenkeimen betrachten.

2.1.1 Definition:

Es sei f¢mv(n) ein holomorpher Funktionskeim. Eine Entfaltung

von f ist ein holomorpher Abbildungskeim

F: (¢® xcP,0) —= (¢,0) mit
FIl c® x101=¢

nx @p,O)-———>(¢p,O) die kanonische

Wir bezeichnen mit m ot (C
Projektion auf den Parameterraum c? ger Entfaltung F. Die Di-
mension des Parameterraumes heift Kodimension der Entfaltung.
Im folgenden werden wir die Koordinate des C" mit x, die
Koordinate des CP mit s bezeichnen. Wenn keine Verwechslungzan
zu beflirchten sind, werden wir einen holomorphen Reprisen-

tanten flir F ebenfalls mit F bezeichnen.
Definition:

(i) Ein K- Morphismus (u,¢): (——>F zwischen Entfaltungen
Fem(n+p) und Geém(n+q) von f ist ein Paar (u,¢) von

holomorphen Abbildungskeimen mit folgenden Eigenschaften

(a) wue@(n+g) Einheit
o: (€" xc%,0) —> (" xcP,0)

(b) ¢ respektiert die Faserung, das heifBit es existiert

o: (¢9,0) —= (cP,0) mit oo @:Song
(c) o ¢« {0y =id| ¢« (o}

(d) G=u- (Foo)




- 33 -

(ii) 1Ist u=1l, so heiBt ¢: G——>F ein R - Morphismus.
(iii) Eine Entfaltung #/ von f heift R - versell (K- versell),

wenn es zu jeder anderen Entfaltung § von f einen

R - Mporphismus (K - Morphismus) von § in / gibt.

Im Angelsdchsischen spricht man von "versal unfolding".
Dabei werden mit "versal" die Begriffe universell und

transversal assoziiert.

Der folgende auf Mather zurilickgehende Satz gibt ein
algebraisches Kriterium fir die Versalitat von Entfaltungen.
Beweise findet man z. B. in den Arbeiten von Wassermann,
Zakalyukin und Martinet (siehe [Was ], [ Za ], [ Ma ]). Die
? dort angegebenen Beweise lassen sich von IR auf C Ubertragen.
g Sie beruhen im wesentlichen auf der Integration von Vektor-
feldern, die mit dem Vorbereitungssatz von Malgrange kon-
struiert werden. Im Fall C verwendet man den Weierstrafischen

Vorbereitungssatz.

g Wassermann 138t in [ Was ] bei der Definition der

) R - Morphismen zusé&tzlich noch Translationen von C zu. Dies
erkldrt die Abweichungen von den in [ Was ] angegebenen
Formeln. Unsere Definition stimmt mit der von Gabrieloﬁ und

Arnold benutzten Definition Uberein.

. Theorem (Mather):

Es sei fe#(n) ein holomorpher Funktionskeim.
. . —~ + .
(1) Eine Entfaltung F: (Cn p,o)————>(¢,0) von f mit

Parametern se CP ist genau dann R - versell, wenn
@O(n) = 8f + <72 (x,0) | 123 <p>,, das heift

3F . . . .
{'gg(X,O) | 1<3<p } reprasentiert ein Erzeugenden-

system des Vektorraumes -(O(n) / of

n+p

(ii) Eine Entfaltung F: (C ,0) —> (C,0) von f mit

Parametern s € CP ist genau dann K - versell, wenn

(ny = (£) + of +<2—£(x,o) | 1;j;p>¢, das heifBt

@(n)
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{ %é(x,O) | 1<j <p} reprédsentiert ein Erzeugenden-
J
system fir den Vektorraum (n) / (f) + & f
(iii) 2Zwei R-verselle (K- verselle) Entfaltungen von f mit

gleicher Kodimension sind R - isomorph (K - isomorph).

Ein Funktionskeim fé##7(n) besitzt also genau dann eine
verselle Entfaltung, wenn f in O hOchstens eine isolierte
Singularitat besitzt (siehe 1.2.2). R - verselle bzw.

K -verselle Entfaltungen von f der Kodimension up(f) bzw.
1(f) heiBen R - semiuniversell bzw. K - semiuniversell. Semi-
universelle Entfaltungen sind also verselle Entfaltungen

minimaler Kodimension.

2.1.2 Sei /: U——>C ein holomorpher Repré&sentant einer

Entfaltung F: (¢”+3cn-———>(¢,0) von £ mit O€ UCLCn+p offen.

Fir (x°,s°)€ U mit F(x°,s°) =0 definieren wir holomorphe

Abbildungskeime
fixo, 50 (c",0) —> (¢,0)
X > F(x+x°,s°)
- . n p
fixe,s0) # (& xC7,0) —>(C,0)
(x,8) —> F(x+Xx°,s+s°)
f(x°,s°) ist dann eine Entfaltung von f(x°,s°)’ und es gilt

Satz: (Offenheit der Versalitidt)

.- + .
Sei F: (Cn p,O)-———>(¢,O) eine R -verselle (K -verselle)
Entfaltung von f und Ff: U——>C ein holomorpher Reprédsentant.

Dann existiert eine offene Umgebung O0€ V< U, so daB fir alle

1 -

(x°,8°) €VN F ~(0) F eine R - verselle (K -verselle)

(x°,s°)
Entfaltung von £ ist.

(x°,s°)
Beweis:
Dies ist eine einfache Folgerung aus dem Theorem in 2.1.1.
0.B.d.A. sei1 U so klein, daB u( f

_ (
alle (x°,s°)eUu<cCr l(O).

%, 5°) ) S p(f) =: p fur

Denn 1ist (siehe 1.2.1) mmuC:A f

(x°,s°)
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und deshalb ist F(x° so) genau dann eine K -verselle

Entfaltung, wenn

7 —_
Otn) = (f(X°,S°) )@(n) T xe,s0) T
QF(XO 59) "
’ < 2 <
< _—é_é—]f——(x’c) l_j=.p>0: + MY (n)

Dies ist eine Transversalitdtsbedingung affiner Teilr&ume

o
in J“_l(n). Der Beweis fir R -verselle Entfaltungen ist

analog.

2.1.3 Es sei fé4ﬂg(n) mit isolierter Singularitdt in O,

F: U——>C ein holomorpher Reprédsentant einer Entfaltung

F: (cn+p,0)-———>(¢,0) von f. Wir definieren dann die

folgenden Mengen:

Cr = { (x°,s°)e U | F(.,s°) hat in x° kritischen Punkt mit

kritischem Wert O }

(Cr)

DF‘—'TT )2

r
?; D~ = { s° & DF | es existiert (x°,s°)€'CF mit

m f(x°,s°)) = p(f) }

Die Mengenkeime (CF'O)’ (DF’O)’ (D 0) sind unabhéngig

F,u
vom gewdhlten Repré&sentanten der Entfaltung. Es gilt

Satz:

Es sei fé4n?(n) mit isolierter Singularitdt in O mit Milnor-
zahl p und Tjurinazahl t. Dann gilt fir eine R - semiuni-
verselle Entfaltung Fe#4(n+p) bzw. eine K - semiuniverselle
Entfaltung Fé#(n+ 1)

(1) (C~0) ist ein glatter analytischer Mengenkeim der

Dimension p-1 bzw.t- 1.

(ii) (D;vO) ist ein irreduzibler analytischer Hyperfldchen-

keim in (c,0) bzw. (c%, 0 )

(1ii) ﬂ;l (CrO0) > (D-,0) ist die Normalisierung.
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Beweis:

Einen Beweis dieses Satzes fir den Fall der R - Zguivalenz

findet man in der Arbeit von Gabrielov [ Ga 3 ], fiir den Fall
der K - Agquivalenz in der Arbeit von Vohmann [ Vo |:

Fir eine K - semiuniverselle Entfaltung £ ist (F-l(O),O)
glatt (folgt aus 2.1.1) und die Mengenkeime (CF’O) bzw.
(DF’O) sind die kritische Menge bzw. die Diskriminante der
semiuniversellen Deformation

1 -1 "rl
(0),0) —— (F 7(0),0) —— (C

(f

(vgl. 2.3). 0
Flir eine R - semiuniverselle Entfaltung F von f hat

Gabrielov in [ Ga3 ] die Dimension des analytischen Mengen-

keimes (D

2 p,O) als die eigentliche Modularit&t definiert.

14

Wir bezeichnen (DF p,O) als das u =const. Stratum der
14
Entfaltung #.

2.1.4 Bemerkung:

Es seien
F: (c" xcP,0) — (c,0)
G: (" xc%0) —> (c,0)

Entfaltungen eines Funktionskeimes fée#t(n), sowie
(u,0): 6 —>F

ein K - Morphismus. Dann existieren offene Umgebungen
ocuc ¢ xcP
oeve ¢’ xcq

und holomorphe Reprédsentanten
F: U—>C, §6: V—>¢C, ¢: V—>U, u: V—>C

u verschwindet nirgends auf V,

so daB mit den oben eingefilhrten Bezeichnungen gilt
g(X,S) (.,0) mK ILCD(X,S) (.,0)
fir (x,s)e v N g_l(O). Insbesondere gilt dann

¢(Cg) CCF

Entsprechendes gilt natilirlich auch fir R - Morphismen.
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1.2.2 Deformationen komplexer Raumkeime

Wir folgen der Darstellung von Vohmann [ Vo ]. Mit (X,x)
bezelchnen wir in diesem Abschnitt komplexe Raumkeime. Ist
fe4ﬂ'(n) mit isolierter Singularitdt in O, so ist (f—l(o),O)
Keim elner isolierten Hyperflachensingularitdt. Fiir n 22

ist (f (O) 0O) reduziert.

Definition:

(i) Eine Deformation des komplexen Raumkeimes (X,x) ist

ein platter holomorpher Abbildungskeim
m: (Y,y) ——>(S,s)

zusammen mit einem Isomorphismus
i: (X,x)-——~>(YS,y)

auf die Faser von 7w iiber s.
(i1) Ein Morphismus der Deformation
(i',m): (X,%) 2 v,y ) =T (s, s0)
in die Deformation
(i,7): (X )L——é(Y y) —> (S,s)

ist ein Paar (¢,¢) holomorpher Abbildungskeime, so

daB das folgende Diagramm kommutiert

;i;/Z(Y'rY')‘JLé(S‘,S')
(X,x) i l@ l

o
(Y,Y) __‘"9 (S,S)

(iii) Eine Deformation (i, n): (X, x)C———>(Y y)-——>( s)

versell, wenn es zu jeder anderen Deformation
(i',7') von (X,x) einen Morphismus (¢,¢) von
(1',m"') in (i,n) gibt. Ist die Tangentialabbildung

A~

von ¢ durch (i',n') eindeutig bestimmt, so heift

die Deformation semiuniversell.
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Bemerkung:

(i) 1Ist m: Y——>S ein Morphismus komplexer R&aume, so 1ist

die Menge der Punkte in Y, wo 7 platt ist, offen in Y.

(ii) Ist (Y,y) ein vollsté&ndiger Durchschnitt und ist (S,s)
regulédr, so gilt:
m: (Y,y) —>(S,s) ist genau dann platt,wenn
dim (Y,y) = dim (Ys,y)’ + dim (S,s)
(siehe [ Fi ], 3.10, 3.19, 3.20)

Ein Raumkeim (Y,y) ist genau dann ein vollstéandiger
Durchschnitt, wenn er isomorph zu der Faser eines
holomorphen Abbildungskeimes F: (c" XCkIO)-——>(Ck,O)

mit dim (Y,y) =n 1ist.

(iii) Die Existenz semiuniverseller Deformationen fir voll-

stdndige Durchschnitte mit isolierter Singularitat
wurde von Tjurina [ Tj 2 ] und Kas - Schlessinger [ K - S |

bewiesen.

Zwischen K - versellen Entfaltungen von Funktionen

2 . . . . C e,
fEMT(n) mit isolierter Singularitdt in O und versellen

Deformationen der zugehOrigen isolierten Hyperflachensingu-
larité&ten (f—l(O),O) besteht ein enger Zusammenhang:
Sei fé4ﬂ@(n) mit isolierter Singularitat in O,
F: (¢" xcP,0) — (c,0) eine Entfaltung von £,
(¢n x(EP,O)————é(Cp,O) die kanonische Projektion,

L. die Einschrankung auf (F_l(O),O).

-1 ~1 NFI s}
(£ 7(0),0) ~——> (# 7(0),0) —> (C7,0)

eine Deformation. Sie heifBt die zu F assozilerte Deformation.

Sind #/,§ zwei Entfaltungen von f, so induziert Jjeder
K - Morphismus von ¢ in #/ einen Morphismus zwischen den

zugehorigen Deformationen.

Es gilt




Satz:

. 2 S : . s
Es seil fe7 (n) mit isolierter Sincularité&t in O. Ferner

sel Fe#v (n+p) eine K - verselle Entfaltung von f. Dann ist
die zu f assoziierte Deformation eine verselle Deformation
von (f—l(O),O).

Ist p = 1(f) = dim(I O/ (f)+sf , so ist die

Deformation semiuniversell.

Beweis:

Flir einen kurzen Beweis siehe Kas - Schlessinger [K-S].
Man benutze das Kriterium fiir K - verselle Entfaltungen

aus 2.1.1. Man beachte, daB Morphismen zwischen Entfaltungen

Morphismen zwischen den assozierten Deformationen induzieren.

O

Wiir wollen im folgenden fiir eine Deformation
(1,7): (X, %) —=> (Y,y) ——> (5,s)

einer isolierten Hyperfldachensingularitdt (X,x) die kritische

lenge sowie die Diskriminante definieren. Wir definieren

diese lMengen als analytische Mengenkeime und geben keine
Strukturgarbe an, da es uns nur auf die zugrunde liegenden
Mengen ankommt.

Es sei 7: Y——>5 ein platter Reprisentant. Die Menge C
der singulédren Punkte der Fasern von 7 ist eine analytische
Menge. Der wohldefinierte Mengenkeim (C,y) heit kritische

Menge. Da 7| (C,y) —> (S,S) endlich ist, ist fiir einen

geeigneten Repré&sentanten 7m: Y —>3§ D:=7(C) analytisch
und definiert einen Keim (D,s). (D,s) heiBt die
Diskriminante.

Ist F eine Entfaltung eines holomorphen Funktiongkeims

mit endlicher Milnorzahl, so ist (CF,O) die Kkritische Menge

und (Dz,0) die Diskriminante der zu F assoziierten

Deformation.




.
.

- 40 -

I.2.3 Transversale Scheiben

. 2 . . . . . .
2.3.1 Es sei fem™ ™ (n) ein Funktionskeim mit isolierter

Singularitdt in O. Der R-Orbit bzw. der K-Orbit von j, (f)
in Ji(n) ist eine komplexe Untermannigfaltigkeit, und sein
Tangentialraum in jk(f) ist jk(wmf) bzw. jk((ﬂ + ML)
(siehe 1.1.2).

Wir haben in 1.2.3 bewiesen, daB

dim¢ m? / vt = p(f) -1

dimg M/ E = 1(f) -1

Deshalb ist flir k2Zu(f) die Kodimension des R - Orbits bzw.
des K- Orbits von jk(f) im Raum J2(n) gleich p(f) -1

k
bzw. 1(f) -1 (siehe 1.2.3).

Definition:

Es sei fé4ﬂ2(n) mit isolierter Singularit&t in O. Ferner
reprdsentieren wl,...,wré(?(n) ein Erzeugendensystem des

C - Vektorraumes
M2, e bzw. WP /(D) + Mef
Die Abbildung

7: ¢F——s#? (n)
r
t —> f + TotLv.

521 373

heiBt dann eine lineare R - transversale (bzw. K- transver-

sale) Scheibe fir f in¢W2(n). Ist ferner r=up(f) -1

bzw. r=1(f) -1, so heiBt 7 minimale R - transversale

(bzw. K - transversale) Scheibe fir f.
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Satz: (Offenheit der Versalité&t)

. 2 CL. . : e
Es sel fe# (n) mit isolierter Singularitit in O und

7: Cr-———94ﬂg(n) eine lineare R - transversale (K - trans-
versale) Scheibe flr f. Dann existiert eine offene Umgebung
00U C @r, so daB fir alle peU

/p: Cr-———é‘ﬁg(n)
t —> 7(p+t)

eine lineare R - transversale (K- transversale) Scheibe

fir 7(p) ist.

Beweis:
Wir verwenden die Bezeichnungen aus der Definition.
Es existiert eine offene Umgebung O€'V<:¢r, so daf3 fur

pPeEU H(7(p)) S p(f) =: u und damit mMtL o Mep 7(p) gilt.

Dann 1ist 7p genau dann eine R - transversale bzw. K - trans-
versale Scheibe fiir 7(p), wenn

- 2
<\1Jl:---/‘l)r>q: + ma 7(p) + m].l'*'l = M bzw.

_ _ +1 2
<w1,.-.,wr>¢ + Mo 7(p) + (/(p))@ + mH = m

Dies ist eine Transversalitdtsbedingung affiner Teilriume im
endlichdimensionalen Vektorraum J2(n) =4n2/-ﬂv“+l . Fir die
Teilr&dume kann man ein stetig vompParameter P abhangendes
Erzeugendensystem w&hlen. Die Bedingung ist dann &gquivalent
zum Nichtverschwinden gewisser Determinanten, die Polynome

. r .
in pecC sind. D

Satz: (Dimensionssatz)

Es sei f€4ﬂ2(n) ein Funktionskeim mit isolierter Singularitét,
— 2 . _ . .
7: Cr-———>4ﬂ'(n) mit 7(t)=£f + {tjwj eine lineare

R - transversale (K- transversale) Scheibe fir f. Wir setzen

zusdtzlich voraus, daB ein k € N existiert, so daB
¥ys7---,v_ linear unabhéngig modulo 7 sind.
Dann ist der Mengenkeim
({teact | 7(t) “r £13,0) bzw. ({tect | T(t) v £1,0)

ein glatter analytischer Mengenkeim der Dimension

r- p(f)’+ 1 bzw. r-(f)+1
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Beweis:
o.B. d. A. sei k2u(f)+ 1. Dann existiert eine offene

Umgebung Oé[)c:@r, so da3 7(p) fir pe U k - bestimmt ist

(Halbstetigkeit der Milnorzahl). Das Bild von jkof ist

eine r - dimensionale Untermannigfaltigkeit in Jk(n), Weil
k2u(f)+1, ist der R-Orbit (K- Orbit) von jk(f) in Ji(n)
eine Untermannigfaltigkeit der Kodimension p(f) -1

(T(f) -1 ). Diese beiden Mannigfaltigkeiten schneiden sich

nach Voraussetzng an 7 transversal in J) (f). Deshalb existiert
eine offene Umgebung jk(f)€\7C:J§(n), so daB

Bild jko7‘ﬂ Orbit jk(f)f7 \Y%
eine Untermannigfaltigkeit der Dimension r - pu(f)+1 bzw.

r-1(f)+1 1ist. Nach Konstruktion gilt fiir te€ U

7{t) ~vg £ <=> 3, (7T(t))€ R-0Orbit von Iy (£)

bzw. 7(t) VK f <=> ]k(/(t))e K -0Orbit von jk(f).

O

2.3.2 Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang zwischen

minimalen transversalen Scheiben und semiuniversellen

Entfaltungen.

Satz:

Es sei féﬂﬂ?(n) ein Funktionskeim mit isolierter Singularitéit
in O. Es bezeichne u bzw. t die Milnorzahl bzw. die Tjurina-

zahl von f. Wir setzen r=pu-1 bzw. r=1-1. Es sei

7: ¢F —> 2 (n)

eine minimale lineare R - transversale (bzw. K - transversale)
Scheibe fiur f und

F:o(e® <t 0) — (¢, 0)

eine R - semiuniverselle (bzw. K - semiuniverselle) Entfaltung

von f. Dann existiert ein holomorpher Abbildungskeim

r: (€5,0) —> (Cr.0)

mit folgenden Eigenschaften:

Es existieren holomorphe Repré&sentanten

F: U——>¢C und Ac: V-—~%>CF,

so daB




(-IO) fur tEV

(ii) A V—>C - ist endlich und surjektiv

Bewels:

Wir fihren den Beweis o.B.d.A. nur fir den Fall der
K - Aquivalenz. G€# (n+r) bezeichne die durch
G(x,t):= 7(t)(x)

definierte Entfaltung von f. Es existiert dann ein

K - Morphismus (u,¢): ¢—> 7, und es gilt

= . r
Ar= o | {O}XXQIt——%(CF,O),

da 7(t)€4ﬂ?(n). Die Wahl geeigneter Reprédsentanten fir £
und A ergibt die Behauptung (i) (siehe 2.1.4).

Es ist A: (Cr,O)-———>(CF,O) Keim einer endlichen Abbildung,

da 7(t) g f flr 0< |t| genligend klein (Dimensionssatz

aus 2.3.1). Es ist dim (€7,0) = dim (C_,0), und (C.0) ist
irreduzibel (2.1.3). Deshalb ist A Keim einer endlichen
surjektiven holomorphen Abbildung. Geeignetes Verkleinern von

O

U und V ergibt die Behauptung (ii) ( siehe [Fi], 3.2).

Beispiel:

f(x) = x3 p(f) = t(f) = 2
F(x,s) = x3 + Sl + 52x definiert eine semiuniverselles
Entfaltung
7(t) = x3 + 3tx2 definiert eine minimale trans-
versale Scheibe
C. = {‘(t,2t3,—3t2) | tec}lc e xC_x C
+ X S S
1 2
— 2 2 3
D. = {(sy,s,)€C” | 27s] + 4s; = O}
3 3 2
3 2, (x,0) = (x+t)” + 2t7 - 3t (x+1t)

Fle,2¢3,-3t%)
= 7(t)(x)

A E———>CF

tk———>(t,2t3,—3t2)

ist eine biholomorphe Abbildung mit 7(t) ~_ F (.,0).




Wir betrachten die zu F assoziierte semiuniverselle Deformation

T~
(£71(0),00 5 (7 X(0),0) — s (¢2, o)

Das folgende Bild zeigt die Fasern der entsprechenden reellen
Abbildung

nol: Flonr? —s Rr2,

Dabel ist né die vertikale Projektion auf die horizontale
Ebene S=¢C




~ 45 -

1.2.4 g — Homotopie und p - Vereinfachung

2.4.1 Definition

Zwel Funktionskeime f, ge#’(n) heiBen p - homotop, f w“ g,
wenn es einen stetigen Weg y: [O,1] ——>M-(n) mit

den Eigenschaften

vy(0) =£, y(1l) =g, p(y(t)) =p(f) fir alle t€ [0,1] gibt.

Np ist eine Aquivalenzrelation auf ##(n). Die Aquiva-

lenzklassen nennen wir p - Klassen.

Lemma:

Fir Funktionskeime f, gé#t(n) gilt

=>
f 'bK g f '\/p g
Beweis: Nach 1.2.4 ist die Milnorzahl eine Invariante unter

K - Aquivalenz. Deshalb geniigt es zu zeigen, daB8 & *(n) und

PB(n) wegzusammenhingend sind. Dies folgt jedoch aus dem

Wegzusammenhang von C€* und Gl(n,C).

Beispiele:

(i) Semiquasihomogene Funktionskeime vom gleichen Typ

(wl,...,wn;d) sind p - homotop.
(ii) T - nicht entartete Funktionskeime mit isolierter

Singularitat und gleichem Newtondiagramm sind p - homotop.

Der folgende Satz zeigt, daB p - Klassen durch algebra-

ische Bedingungen definiert werden.

Satz:

r
Es Sei fém(n), wl,---,wré%ﬁ(n) und R,\t):: f + 2 tj‘b]
mit t € ¢'. Dann gilt 3=

(1) Fur kéimo ist die Menge
£(k) := {tec” | u(R(t)) 2k} < ¢" algebraisch
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>

(11) Ist Z eine irreduzible Komponente von 3(k),

so ist Z - p(k+l) wegzusammenhidngend.

Bewels:

(1) Aufgrund von dem Lemma in 1.2.1 gilt

L(R(E)) 2k <=> dimcg/AQ(t)+471/k+l >k

_ . J°(n}/ >
=> . 2 k
< dlmc k Jk b2 ()

Jﬁ(n) -k

— . . N
<==> dlm(C Jx AR(t) 2 dim

C
Letztere Bedingung ist eine Bedingung an den Rang
eines Unterraumes des endlich dimensionalen Vektor-
raumes Jﬁ(n) und fihrt auf Determinanten, die Poly-
nome in tl,...,tr sind.

(ii) folgt aus einem Satz der algebraischen Geometrie
(siehe z.B. [Le ], p. 97):
Satz: Sind X, Y =¢F algebraische Mengen, und ist
X irreduzibel, so ist X -Y wegzusammen-

hé&ngend. 0

Man kann analog einen entsprechenden Satz fiir die

Tjurinazahl beweisen.

Wir identifizieren Ji(n) mit dem Raum C{xl,...,xn]k
der Polynome vom Grade hdchstens k und betrachten die
Abbildung

R(t) =0 + ¥ t x"
o<luvlZk "

Da Funktionskeime mit isolierter Singularitdt in O endlich

bestimmt sind, erh&lt man

Folgerung:

(i) Die Milnorzahl .p ist auf #4n) halbstetig nach oben.
(i1) Die Tjurinazahl t ist auf #4(n) halbstetig nach oben.

(1ii) Zu gegebener Milnorzahl existierten nur endlich viele

4 - Klassen.

O
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2.4.2 Definition:

Es seien f, ge#(n) holomorphe Funktionskeime, die in O

hochstens eine isolierte Singularitdt besitzen. Wir sagen

f p-vereinfacht sich in g, f-—g>g, wenn Jjede Umgebung von f

in " (n) eine zu g W - homotope Funktion enthidlt.

Kontaktdguivalente Funktionskeime besitzen beziiglich

U - Vereinfachung dasselbe Verhalten.

Lemma 1

Es seien fl’f2’ g €7(n) mit endlicher Milnorzahl. Dann gilt

N —_—
fl X f2 und fl-7:>g => f2'—J>g
Beweis:
Es existieren e€ ®*(n) und @é@(n) mit f2 = e-(floQ)

Die Abbildung
411 (n) —> 77(n)
h > e-(ho?)

ist ein topologischer Isomorphismus, und es gilt nach 2.4.1

h ¥ e-:(ho?)
g O
Warnung:

Wir werden in Kapitel III Beispiele angeben, die zeigen, daB

sich p - homotope Funktionskeime mit isolierter Singularit&t

bezliglich p - Vereinfachung unterschiedlich verhalten kdnnen.
Lemma 2

Es seien f, ge-m(n) mit endlicher Milnorzahl und f-—;>g-

Dann ist u(g) £ p(f), und jede Umgebung von f in
(n) enthdlt ein h mit

(1) h ~
" g
(11) r (h) < <« (f)
Korang (h) < Korang (f)
Multiplizitdt (h) £ Multiplizitdt (f)

Modularitédt (h) < Modularitat (f)
(fir eine Definition der Modularitdt siehe 2.5)
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(iii) f£-h 1ist ein Polynom, dessen Grad hdchstens

H(f) +1 ist.

Beweis:

Milnorzahl, Tjurinazahl, Korang, Multiplizit&t und

Modularitdt sind auf(n) halbstetig nach oben. Fiir

genigend kleines U gilt deshalb (ii) fiir alle he U. Es sei

nun h'€ U mit h' Np g. Wir wéhlen nun ein he #(n), so

dan jp(f)+l(h):=jp(f)+l(h') und £ -h ein Polynom mit

Grad kleiner gleich p(f)+1 ist. Es ist he U. Weil h' (p(f)-+l)—
bestimmt ist, gilt h “R h' und deshalb h ”p g.

O

Satz:

Es seien f,géff%?(n) mit isolierter Singularitdt in O.

Ferner sei
F: (¢" xc?,0) —> (¢, 0)

eine K - verselle Entfaltung von f,

7 Er-———>ﬂ%2(n)

eine K - transversale Scheibe filir f. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:

(ii) Fir jeden holomorphen Reprdsentanten F: U——=>¢C
mit O0eU < ¢" «x c® offen der Entfaltung F/ existiert
ein (x,8)eUNF 1(0) mit

I . "
(X,S)( ,0) u g .

(iii) In jeder Umgebung O€V c ¢ existiert ein t eV,
so daB

(t
()'\a“g

Beweis:
Wir bezeichnen mit ju:= p(f) die Milnorzahl von f. Im

folgenden benutzen wir, daB kontaktiquivalente Funktions-

keime p - homotop sind.
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(1) => (ii)

Es sei | wj | 1<5 <m } die Menge aller Monome au54¢b2(n)
mit Grad kleiner gleich p+ 1. Wir definieren eine
Entfaltung
§: (€ xCL,0) —> (C,0)

m
v os. .
L

5=1 J 3
Aus Lemma 2 folgt, daB flir ¢ die Aussage (ii) gilt.

(x,s) —_ f(x) (x)

Weil F/ K-versell ist, existiert ein K - Morphismus

(u,9): G—> F.
Flir geeignete Reprédsentanten gilt dann (siehe 2.1.4)

'L@(x,S)("O) “K g(x,s)(”o) :

(ii) => (iii)
Wir kénnen o.B.d.A. verlangen, daB F K - semiuniversell ist.
Aus dem Satz in 2.3.2 folgt, daB (iii) fiir minimale

K - transversale Scheiben, also erst recht fiir K- trans-

versale Scheiben von f gilt.

(1ii) => (i)

trivial.

2.4.3 Satz:

Es seien f,g;eﬂﬂ2(n) mit isolierter Singularit&t in O.

Ferner sei

X

eine K - transversale Scheibe fiir f in-?%2(n). Genau dann
M -vereinfacht sich f in g, wenn es einen analytischen
Weg

y: (€,0) —> (¢*,0)

gibt, so daB

7(y(z)) vy 9

fir 0 < |z| klein gilt.




Korollar:

. 2 L . . e
Es seien f, ge#1 (n) mit isolierter Singularitat in O.

Dann gilt

f-7:>g und up(f) = plg) = > f A~ g

Bewels:
Wir verwenden die Bezeichnungen aus 2.4.1.

Wir setzen p:= p(g). Es sei I(u) = Zlu...LJZS die

Zerlegung in irreduziblen Komponenten. Da die Mengen
Zj-z(p+l) wegzusammenhdngend sind, konnen wir o.B.d.A.

verlangen

(i) fir te Zl-):(p+l) ist 7(t) f\,ug

(ii) O ist H&aufungspunkt von Zl-z(u+l).

Wegen (ii) ist insbesondere O€ Zl‘

Ist p(f) = p(g), so ist 0¢ p(u+l), also f SR

Sei pup(f) > p(g), d.h. O€ z(p+l). Dann ist
et
(zln z(p+l),0) n (Zl,O)

und die Behauptung folgt dann aus dem folgenden Satz

liber analytische Mengen

Satz: (Kurvenauswahlsatz)

Es seien (Y,0) il(X,O) CI(@N,O) analytische Mengenkeime.

Dann existiert ein holomorpher Abbildungskeim

Y (CIO)———é(XIO)I

so daf 1(2)45 Y flir O<]|z| Xklein genug.

Beweis:

Wir konnen o.B.d.A. (X,0) als irreduzibel voraussetzen.

Es sei p:=dim (X,0). Dann ist g:=dim (Y,0) < p.
Es existiert ein holomorpher, endlicher, surjektiver

Abbildungskeim
n: (X,0) —> (cP,0)

(siehe z.B.[ Fi ], chap. 3). Das Bild von (Y,0) unter = 1st

ein analytischer Mengenkeim der Dimension g. Deshalb existiert




eine komplexe Gerade L in Gp, so daB

(L,0) N =(Y,0) = ({0},0).

Das Urbild n—l(L,O) < (X,0) =zerfdllt in eindimensionale

Primkeime. Es sei (L',0) ein solcher Primkeim sowie
y: (€C,0) ——=>(L',0)

eine Normalisierung.

I.2.5 Modularitat

2.5.1 Es sei fe?nz(n) eine isolierte Singularitdt mit Mil-
norzahl p< e,

F: (¢“><¢“,o)————>(¢,0) sei eine R - semiuniverselle Entfal-
tung von f .

Die Dimension desin 2.1.3 definierten p = const. - Stratums

(DF u,O) hangt nicht von der gewdhlten R - semiuniversellen
14

Entfaltung F ab.

Definition:

Die eigentliche Modularitdt von f ist

m(f):=d1m(DF}“,O).

pu-1 2

Sei nun 7:¢C ——> M (n) eine minimale R - transversale

Scheibe von f und

p(w) s=ttec? L p(T(e) > by
I(p) 1ist nach 2.4.1 1lokal - analytisch.

Flir den analytischen Mengenkeim (:(p),0) gilt:
m(f) =dim(z(p),0) .

Beweis:
Nach 2.1.3, Satz und 2.3.2, Satz existiert ein endlicher,

surjektiver, holomorpher Abbildungskeim

(o) — (050,

dessen Einschrédnkung einen endlichen, surjektiven, holomorphen
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Abbildungskeim
(z(u),o)———>~(DF ,0)
' 4
induziert. U
Folgerung:
H(E) 2 t(£)2p(f) -=m(£f) .
Beweis:

Da die Milnorzahl invariant unter Kontaktdquivalenz ist, folgt
fir eine minimale R - transversale Scheibe 7 von f :

oettect ™| 7(t) v fhette 7t v £l e T(n) .

Da 7 auch K-transversal ist, gilt nach 2.3.1:

aimeec L7 (1) v £1,0) = (u-1) - @ -1) =p-c .
Wir erhalten:
O<u-1<dim(z(u),0)=m(f) ., 0

Sei k2>p+1. Die Menge

2

k(n)

2, (1) :=3, (tgem®(n) | u(g) s u))cy

ist dann algebraisch ( vergleiche 2.4.1).

Es bezeichne ck(f) die Kodimension des analytischen Mengen-
. : . 2
keimes (Qk(u),jk(f)) in Jk(n).

Beweis:

Wir verwenden die Charakterisierung der Kodimension von Rem-

mert und Stein (vergleiche z.B. [ Fo ] §§ 9 und 11 ).
M-1 2
C

Sei 7 : —— m"(n) eine minimale R - transversale Scheibe
von f und E := (jk°7)(Gu_l). Dann gilt:

dim E=p-1,

m(f) =dim (z(p),0) =din1(9k(u)n E,jk(f)).
Also existiert eine ((pu-1)-m(f)) -dimensionale Ebene E'<E,

die o, {(u)nE 1in (f) 1isoliert schneidet,

K Ik

|
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Da E' natlrlich auch ¢, (y) 1in

K (f) diskret schneidet,
folgt:

Ik

¢ (£) > (u=-1)-m(f) .

Da andererseits ck(f)gll—]., gilt fir eine hinreichend gene-

2(n) durch 3 ()

rische ck(f)-dimensionale Ebene E'c Jk

1) (B'=-3,(£))n 3 (maf) =0},
2) E' schneidet Qk(u) in jk(f) isoliert.

Solch eine Ebene E' ist in einer (p-1) -dimensionalen Ebene

Ech(n) enthalten, die das Rechtsorbit von jk(f) im Jetraum
transversal schneidet.

E ist dann das Bild (jk07)(cu“l) einer minimalen R - transver-
salen Scheibe 7 wvon £,

Also folgt:

c (£) < (u-1)-m(f) . 0

2.5.2 Definition:

Sei fe?nz(n) eine isolierte Singularitdt und

u(f)-1 2

7:C —> m (n)

eine minimale R - transversale Scheibe von f .

Dann wird die Modularitdt von f als die grdBte Zahl 2e N

o]
mit der folgenden Eigenschaft definiert:
In jeder genligend kleinen offenen Umgebung Oe‘JCCU(f)_l gibt

‘es eine & - dimensionale analytische Teilmenge X, fiir die gilt:

Der Schnitt von 71X)cwn2(n) mit jedem Rechtsorbit ist diskret
oder leer,

Theorem: (Gabrielov)

. . C e . . . . C e 2
(i) Die Modularitdt einer isolierten Singularit&t fem“(n)

stimmt mit ihrer eigentlichen Modularitdt Uberein.

(ii) Die Modularitdt ist halbstetig nach oben.

Beweis: [ Ga 3], § 3. O
Bemerkung: (i) Natidrlich kann man Modularitdt und eigentliche

Modularitat analog fir Kontaktdquivalenz definieren. Allerdings
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wiare - wie man mit den Ergebnissen aus Abschnitt I.3 folgern
kann - die eigentliche K - Modularitat nicht halbstetig nach
oben und im allgemeinen von der K - Modularitdt verschieden.
(ii) Die Frage, ob die Modularitat eine Invariante unter

y - Homotopie ist, scheint nicht beantwortet zu sein.

Wir kommen auf dieses Problem in I.5.2 zurlck.




S
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I.3 Arnolds Klassifikation der Singularitdten mit
Modularitat hochstens zwei
3.1 Theorem: ( Arnold)

Es seil fernz(n) eine isolierte Singularitd&t der Modularitat
hochstens zwei. Dann ist f stabil - &quivalent zu einem Funk-
tionskeim aus genau einer Familie der Liste in Anhang A.1l .
Ferner gilt:

Die Funktionskeime aus einer Familie dieser Liste haben die
gleiche Milnorzahl und Modularitat < 2. Dabei ist die Modula-
ritét gleich der Anzahl der Parameter der Familie,

Ein Rechtsorbit schneidet eine Familie nur diskret oder leer.

Beweis: [ Ar 3] 0

Definition:

Die Menge der fentz(n) , die stabil - dguivalent zu den Funk-
tionskeimen aus einer gegebenen Familie aus Anhang A.l1 sind,

. . . 2 . .
nennen wir eine Arnoldsche Klasse in m~(n) und bezelichnen sie

mit dem in der Liste angegebenen Namen.

Die Familie bezeichnen wir als eine Normalform der Arnold-

schen Klasse ( zur allgemeinen Definition von Normalform siehe
[Aar 3], § 12.1).

Satz:

Seien f,ge1ﬂ2(n) isolierte Singularitdten der Modularitat
hochstens zwei. Dann gilt:
(i) f'“Jg <=> f und g liegen in der gleichen Arnold-

schen Klasse.

. . 2 2
(ii) ff“Jg <==> f(xl,...,xn)-+xn+l'njg(xl,...,xn)+ Xt
Beweis:
(i) "<= " ist offensichtlich, da die Funktionskeime einer Fa-

milie die gleiche Milnorzahl haben und die Familien stetig

sind. (ii) " =>" ist ebenfalls klar.
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Die anderen Beweisrichtungen ergeben sich aus dem Vergleich

der Milnorgitter und der Eigenwerte der Monodromie ( siehe
5.1). 0
Folgerung:

Es seien f,gen¢2(n) isolierte Singularitdten der Modularitat

hochstens zwei. Dann gilt:

. 2
f'jj>g <=> f(Xl,...,xn)4—Xn+l-—g>g(xl,...,xn)-+xn+l
Beweis:
"=>".: klar.
"<=": Es sei T:ICr———91n2(n) eine transversale Scheibe
fir £ .
Dann wird durch
7. —smi(n+1)
2
t F——e/(t)-+xn+l
eine transversale Scheibe fiir f(xl,...,xn)-‘LXfﬁ-I definiert.
In jeder Umgebung von ()ecr gibt es ein t mit
_ ol 2
m(/(t)) <2 und /(t)wug-kxn+l.
Aus obigem Satz folgt:
[(t)~ 9. O

u

Bemerkungen: (i) Eine u - Klasse enthd@lt also hdchstens eine

Arnoldsche Klasse. Aus zwei Bemerkungen in [ Ar 3], § 12.1

und § 12.2, konnte man schlieBen, daB die Arnoldschen Klassen
mit den entsprechenden p - Klassen zusammenfallen. Da uns hier-
flir kein Beweis bekannt ist, setzen wir dies im folgenden
nicht voraus (vgl. 5.1),.

(ii) Arnolds Klassifikation in [ Ar 3 ] umfaBt auch isolierte

Singularitaten hoherer Modularitéat.

3.2 Flr die Normalformen aus Anhang A.l ergibt sich die
folgende Einteilung nach Korang, Multiplizitdt und Typ des
Tangentialkegels:

Korang O: Al
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Korang 1: A (k22)

Korang 2: Die Normalformen sind in diesem Fall Familien von
Funktionskeimen in zwei Veré&nderlichen mit der Multiplizitit
v=3 oder v=4, Der Tangentialkegel eines Funktionskeimes
dieser Familien ist also der Nullstellendivisor eines homoge-
nen Polynoms heC[x,y] vom Grad 3 oder 4. Die Vielfachheiten

der verschiedenen Linearfaktoren von h beschreiben wir durch

ein Tupel natlrlicher Zahlen (xl,...,xk) mit k<3 bzw.
k<4, x;2x,2>...2x_ und
1 2 k K K
! 2. =3 bzw, J SRR
i=1 * i=1
Multiplizitdt 3:
A Klassen
(1,1,1) D,
(2/1) Dk(k>4)
(3) T23r(r—>—-6)

E1p7 By3r Bygrdy  (120), E1gs Ejgr By

Multiplizitdt 4:

A Klassen
(1,1,1,1) | 1,,,
(2,1,1) T, 4 r( r>4)
(3,1) 2117 %127 21302y, (12000 2150 2140 214
(2,2) Tzqr(q,r>4)
(4) WigrWygs Wy 5 (1200, WP (8>0), Wyq, W) g

Korang 3: Die Normalformen sind in diesem Fall Familien von
Funktionskeimen in drei Verdnderlichen mit der Multiplizitit
3. Die Basen der Tangentialkegel sind kubische Kurven ohne

mehrfache Komponenten.
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Typ der Kubik Klassen
singularitéatenfreie K, o< T3 33
irreduzuzible K. mit T35 r( r>3)

gewohnlichem Doppelpunkt

irreduzible K. mit Qor Q1 Q1,1 9, i_(i_>_0)
14

Spltze Ql6l Ql7l ng

Quadrik und Gerade in }Zf T3qr (g,r>3)

allgemeiner Lage

Quadrik mit Tangente ‘4§ Sll’SIZ’ Sl,i( i>0),
A = )

. i i >

drei GeFaden in 7Xr‘ Tpqr (p,g,r>3)

allgemeiner Lage

drei Geraden in Ulz’Ul,i (1i>0), Ul6

K

spezieller Lage

Satz und Definition:

Sei fe¢w2(n) eine isolierte Singularitdt der Modularitéat
hochstens zwei. f sei stabil - dquivalent zu Ee1n3(r) (r <n).
Legen wir die obige Einteilung der Tangentialkegel zugrunde,
so gilt: '

Korang (£f) , v(f) und der Typ von T(f) sind Invarianten der
Arnoldschen Klasse von f in ﬂ12(n).

Wir schreiben 3(f) :=v(f) und T(f) fiir den Typ von T(E).

a

3.3 Satz:

(i) Flr die Normalformen aus Anhang A.1l
- der einfachen Singularité&ten,
- der vierzehn exzeptionellen unimodularen Klassen,
- der vierzehn exzeptionellen bimodularen Klassen,
- der Klassen der parabolischen Singularitdten
T2367 Tpgq Und T333.
- der bimodularen Klassen J

Sl,O und Ul,O

W

z 2,0" "1,0

Q

3,0" "1,0'

gilt:
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Alle Funktionskeime der Familie sind semiguasihomogen
von dem in der Liste aufgeflihrten Typ (wl,...,w ;d) .
n

(ii) Flr die Normalformen aus Anhang A.l der iibrigen Klassen

der uni- und bimodularen Serien mit Ausnahme der Serie
wf . (1>0) gilt:

, 1
Alle Funktionskeime einer Familie haben das gleiche

Newtonpolyeder und sind T - nichtentartet. a

Bemerkung: Alle Singularitdten einer Arnoldschen Klasse Wf i
’

crn2(2) sind T - entartet. Denn man sieht leicht, daB ein Ko-

ordinatenwechsel ¢¢B3 (2) eine Singulariti&t der in A.l ange-
gebenen Normalform nur in Funktionskeime {iberfiihren kann, de-

ren Newtonzahl nicht groBer als 15 ist., Die Milnorzahl einer

#

Singularitdt aus W ist aber mindestens 16,

1,1
Dagegen werden die stabil - @&quivalenten Familien in ﬂ12(3)
22+-(X2+-y3g+ (ao4-aly)xy4+] fir i=23-1,
22+(X2+y3)2+(ao+aly)x2y3+j fir 1i=23>0

durch den Koordinatenwechsel zr———>z-+/ii'(x2+-y3)

in die Familien T - nichtentarteter Funktionskeime

224-2/:T(x2-+y3)z-+(ao-raly)xy4+] fir i=23-1,
224-2/:T(x2-+y3)z-+(ao-kaly)x2y3+] fir i=23>0
Uberfihrt.
3.4 Wir wollen nun die Normalformen aus Anhang A.l bezilig-

lich Kontaktdquivalenz beschreiben und fiir die verschiedenen
Kontaktaguivalenztypen die Tjurinazahlen berechnen.
Dazu werden wir eine gegebene Normalform zumeist mit Hilfe
- eines quasihomogenen Polynoms f von einem geeigneten
Typ (wl,...,wn;d) und

- von Monomen Vrvgrby mit gleichem oder hdheren guasihomo-
genen Grad als d
beschreiben.

"grad( )" bezeichne den durch die Gewichtung (w W)

ll... n

definierten quasihomogenen Grad.

H bezeichne die komplexe Ebene, aus der (abhidngig vom be-

trachteten Fall) endlich viele Punkte entfernt worden sind.
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[0] Die Normalformen der Klassen der einfachen Singulari-
tédten bestehen aus je einer einzigen quasihomogenen Singula-
ritdt f . Flr diese gilt:

[1.1.1] Die Normalformen der parabolischen Klassen T
T

236

24 4 und T33 3 sind von der Form

fa==f-+aw , ae H, mit grad(v) =grad(f) .

Jedes fa ist quasihomogen, also gilt:

r(fa)=1J(fa) flir aeH.

Ferner ist flir jedes &¢H die Menge

}

{aeH | fameé

diskret.

[1.1.2] Alle Funktionskeime aus einer Normalform der unimodu-
laren Klassen T mit
pgr
1,11 <1
p g r

sind kontaktaquivalent. Flr eine Reprdsentanten g aus einer

dieser Familien gilt:
1(g) =p(g) -1.

[1.2] Die Normalformen der exzeptionellen unimodularen Klas-
sen haben die Gestalt
n
f,=f+av, aeC, mit grad(y) = ] (d-2w.)>d.
i=1

Flir a=0 gilt:
-r(fo) =Ll(fo) .

Fir a$0 1ist:

famel=f+\p und r(fa) =u(fa) -1

und damit

fa%Kfo.

[2.1.1] Die Normalformen der bimodularen Klassen J y/

3,0" "1,0'
, 1,0 Sl,O und Ul,O sind von der Form

f =f+a y_ +a
agray 070

wobei grad(wo)==grad(f) und

a_e¢H a.e€C
O 4 I’

1Yy 1
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n
grad(wl)= I (d-2w.)>qgrad(f) .
i=1 !
Flr al=(3 ist £ guasihomogen, also
agray
= f B
T(faoro) b ( ao’O) (aoeH)
Fir a, #0 gilt
f . v f 7 T (f ) = u(f ) - l 7
agray K ao,l agray a_ray
also ,
f f
ao,al¢ 0r0° l ’
Ferner sind fir jedes éoefi die Mengen
’ ‘ ‘fao,o H
{aolefa ’O’\szé ,O} /‘1 | <‘
o o] -
und , °
{aoefil faO,J.NK féo,l}
diskret. kf&o:aﬂa"fo
[

[2.1.2] pie Ubrigen Normalformen der bimodularen Serien sehen
wie folgt aus:

fao’a1= f+ (ao+ aly%v, aoec-{O} , alec ’

dabel ist grad(v) > grad(f) . £ hat hier keine isolierte Singu-
laritd@t in O . Alle Funktionskeime der Familie sind kontakt-

dquivalent und es ist

T(f ) =pu(f ) -2
858y 45791

[2.2] Die Normalformen der exzeptionellen
bimodularen Klassen haben die Gestalt / / / / / /

faoral=f+(ao+alY)‘\bl ola €eC, cQ>“-x‘m"¢0//
mit n / / / /

grad(y) = J (d-—2wi)-—grad(y)> grad(f) .: o
i=1 o

Es gilt *fow“’* /

(fg o) =ulfy o). //// ///
Flr ao=%O ist

. f A, £ und < (f —u(f
aolal K~"1,0 aO’al

Flr aO=O und al+O ist

folal vy fO,l und T(folal) =U(folal) -1.

| Insbesondere gilt:

EAy Eo 1A E o7 E

K~"1,0
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Beweis:
1) Zur Kontaktdquivalenz:
Die Singularitdten der Klasse T l1/g+1/r<1/2,

fa==xq-kyr4-ax2y2 ;, aeC-{0} ,

2qr’

sind kontaktdgquivalent:
Fir »e C-{0} ist

1
peis

Nach Voraussetzung ist 2g+ 2r -gqr # O . Deshalb existiert

£ (xTx,2 %) =xq+yr+a'x2y2 mit a' =a-x2q+2r_qr.

3

zZu vorgegebenen a,a'eC-{0} stets ein re €C-{0} mit
1 r g
qufa(k XA y)=fa,(x,y).

Entsprechend zeigt man flr die Tpqr
rang 3 die Aussage liber Kontaktdgquivalenz.

aus [1.1.2] vom Ko-

Alle anderen Aussagen Uber Kontaktaguivalenz (mit Ausnahme
der Diskretheit in [1.1.1]und[2.1.1])folgen mit 1.4.2,

Lemma.

2) Bestimmung der Tjurinazahlen:
Nach 2.5 haben wir die Abschéadtzung:
M(E) > < (£) >p(f) -m(£) .
Der folgende Satz wurde von Wirthmiller in [ Wi ] bewiesen:

Satz:

Es sei f quasihomogen vom Typ (w ,wn;d) mit isolier-

llo..
ter Singularitat in O .
Sei
n
d'= § (d-2w.,)>d und
. i
: i=1
¥ ein quasihomogenes Polynom vom Typ (wl,...,wn;d') mit
ve¢af.
Dann gilt:

t(f+ty) =p(f)-1 flir tecC-{O} .

Beweis: Siehe [Wi] 3.3.Folgerung. Dort ist der Satz fir

die Hesse - Determinante H formuliert. Aus dem Beweis und

£

aus Abschnitt 3.2 der Arbeit ersieht man, dasB Hf in der
Folgerung durch ein beliebiges Polynom ¢y mit obigen Eigen-

schaften ersetzt werden kann.

Wahlt man als ¢ in den F&dllen aus [1.2], [2.1.1] bzw.

[2.2] die dort mit vy, bzw. yv bezeichneten Monome, SO

vy
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prift man in jedem Einzelfalle nach, daB die Voraussetzun-
gen obigen Satzes erfillt sind.

(Dabei ist die folgende Regel flir die Rechnungen nitzlich:

Sind f und v quasihomogen vom Grad d bzw. d' bezlglich

der Gewichte (wl,...,wn;d), so gilt:
u o f
vesf <=> y= | u.———, wobei die u. guasihomogen vom
j=1 Laxy i

vom Grad d'-—d-&»wi sind.)

In den Fallen aus [2.2] ist fiir ao=%O zu zeigen:

(£ ) <u(f ) - 2.
agray agray

AuBer fir Sl7 haben wir in Kapitel V flr die Normalformen
aus Anhang A.l der exzeptionellen bimodularen Klassen eine
minimale R - transversale Scheibe 7:fr~—9'm?(n) von f0,0::f
berechnet, in denen die beiden Monome ¢ und yy vorkommen,

Da fir die Normalform von S aus Anhang A.l1 gilt:

V,vy € AfO,O’ existiert nachlgen Ergebnissen aus 1IV.2.1
auch in diesem Falle eine transversale Scheibe / mit den
gewlinschten Eigenschaften.

Aus der Offenheit der Versalitd@t ( siehe 2.3.1 ) folgt, daB

7 eine R - transversale Scheibe 7 fir fﬁ-éou ’ éO=FO geni-

gend klein, definiert. Da u(f4-éow)=]J(f), ist die R -
transversale Scheibe 7 ebenfalls minimal.

. n . . . . _
Da fao'a1’%<féo’0 fur ao-rO, ist die Dimension des analy
tischen Mengenkeimes

({teT |7 (t) v E+ 8 v1,0)

mindestens zwei,

7 ist auch K - transversal, also folgt nach 2.3.1:
1(f+éow);u(f)—2.

Sei fl O==f-+w eine bimodulare Seriensingularitat wie in
14

[2.1.2] und 7 T——%ﬂnZ(n) eine minimale R - transversale
Scheibe von fl o fl 0 hat die Modularitadat zwei, also ist

14 ’
der Mengenkeim B

({teT | p(/(t))=p(f )1,0)
- 1,0

=({teT |/(t)wufllo},0)
zweidimensional.
Da

f

fir a %0,
o)

' £
ao,al‘xK 1,0

enthalt die Arnoldsche Klasse von fl o nur ein einziges
14

|
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Kontaktorbit., Ist 7(t) '»ufl o so folgt flir hinreichend
14

kleines teT aus 3.1,Satz und der Halbstetigkeit der Modu-
laritat, daB 7(t) in der gleichen Arnoldschen Klasse wie
f liegt und somit kontaktadgquivalent zu f£ ist.

; 1,0 1,0
f Also gilt:

((teT | T(t)ny £) 03,00 = ({£eTIT(t)~ £ 3,0)

und, da 7 K-transversal ist,nach 2.3.1:
t(f) =p(f) -2.

Analog bestimmt man die Tjurinazahlen in den F&dllen aus
[1.1.2].

3) Zur Diskretheit:
Die Singularitdten der Normalformen aus [1.1.1] sind quasi-
homogen. Flir &de¢H ist daher

{aeH | farﬁ<fé}= {aeH ]fa'ﬁqfa}'

Letztere Menge ist aber nach den Ergebnissen von Arnold

( 3.1, Theorem ) diskret.

Ebenso folgt in [2.1.1] die Diskretheit der Mengen
a eB | £ f. .
tajeH | ao,O”K ao,O}

Die Mengen
A = fa
’ MaO {ao€ B | fao,l “K *a ,l}
aus [2.1.1] sind diskret:

Es genligt zu zeigen, daB flir jedes éodi der analytische

Mengenkeim (Mé ,éo) nulldimensional ist.
e}
Dies beweisen wir zundchst fir die éoefi mit

*

(*) wo’wléAféo,O‘
Da grad(wo) <grad(¢l) und wo,wlewnz(n) folgt mit den Me-
thoden aus 1IV.2.1: vy undq)l lassen sich zu einer Basis

von 2

m
mnAféO’l
erganzen,
Aus den Eulergleichungen (siehe 1.4.1) fir féo,o und vy
folgt:
wléwnafé ,l+ (f. ,l)

Aus dem eben zitierten Satz von Wirthmiller ergibt sich,

daB die gefundene Basis von
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2
m mAof o
/ fa ;1
o)
eine Basis von 2
m maf . + (£,
/ ao,l ao,l
ergibt, wenn wir wl weglassen.
Die verbleibenden Monome definieren damit eine minimale

K - transversale Scheibe 7 : T-—>¢n2(n) von fé 1
14

Ware der Mengenkeim ©

(My, ,@)
a o)
o)
eindimensional, so ha@tte auch

({teT | 7(t)

“ fa ,1}’0)
(@]

mindestens die Dimension eins im Widerspruch zu 2.3.1.

Man rechnet in jedem Einzelfalle nach:

Flir die Normalformen aus A.l der Klassen Wl,O’ Sl,O und
Ul,O ist die Bedingung (*) flr alle éoefi erfillt.
Flir die Normalformen aus A.l der Klassen J3,O’ Zl,O und

Q2 0 gilt die Bedingung (*) flr alle éOeH auBer flr
ao==O.

Da in jeder Umgebung von OeH ein aOeI{ mit

fao,l %Kfo,l

liegt, sind in diesen F&llen auch die Mengenkeime (MO,O)

nulldimensional.
g
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1.4 Topologische Invarianten und deren Verhalten

unter p-Homotopile

I1.4.1 Dynkindiagramme

4.1.1 Milnorfaser und Monodromieoperator

Wir orientieren uns hauptsd@chlich an den Arbeiten

von Husein-Zade [H-Z] und Siersma [Si 1]

Es sei f: U —> C der Reprédsentant eines holomorphen
Abbildungskeimes £ (Cn,O) —> (€,0) mit einer isolierten
Singularitd@t in O€U., Dabei sei(ﬁ:Cn, U offen, so klein,

daB f nur in O einen kritischen Punkt besitzt. Milnor hat

in [Mi] gezeigt:

Es existieren ¢,6>0 derart, dag gilt:

(i) f-l(t) schneidet den Rand aB€ von BE:={xfcn [ Ixl<e

flir alle |tl<s transversal.

(ii) Ef:=f_l(aD6)/\§E ist eine kompakte, orientierte
Mannigfaltigkeit mit Rand 2B = f‘1<a96)na§€.
Dabei ist D,:=1{xeC | Ixl<s 1.

(iii) f‘E : BEg —— 3D, ist ein glattes, lokal triviales

f

Faserblindel mit typischer Faser Xf:= f—l(é)ﬂ EE.

Xf heiBt die Milnorfaser von f. Der Diffeomorphie-

typ von X_. ist unabha@ngig von den getroffenen Wahlen flr

bid

e und s¢. Xf ist eine glatte, kompakte (2n-2) - dimensionale

Mannigfaltigkeit mit Rand. Sie hat den Homotopietyp eines
Bouguets von U(f) Sphéaren Sn_l der Dimension n-1. Daher 1ist

die (n-1) - dimensionale Homologiegruppe Hn_l( Xf; Z )= ZU(f)

von besonderem Interesse. (Im Fall n=1 betrachtet man die

reduzierte Homologie.)

Die Schnittform <-,- > auf Hn 7ZZ ) ist eine sym-

_l(Xf;
metrische Bilinearform, falls n ungerade, eine schief-

symmetrische Bilinearform, falls n gerade ist.
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Nach Stabilisierung von f zu n = 3(4) heiBt das Paar

(H (X3 Z)y < pr>)

n-1

das Milnorgitter zu f.

Sei y der Weg ~y: [0,1] —> aD6 mit y(t):= 5e2ﬂlt.
Da £ g G Ef —_— aD6 ein lokal triviales Faserblindel, und
f

die Einschrankung dieser Abbildung auf den Rand trivial ist,

existieren stetige Familien von Diffeomorphismen h(t):

h(t): £7(e)nB, —> £ 1 (¥(£))nE_ mit h(0) = id

derart, das h(l) auf f’l(s)naBE die Identitit ist.

Der von h(l) induzierte Isomorphismus

h,: Hn_l(Xf;ZZ) ——>Hn_l(Xf;ZZ)

heiBt der Monodromieoperator von f.

Im folgenden schreiben wir anstelle von B€ und D6
kurz B und D und flir (1) kurz 4.

4,1,2 Konstruktion von Morsifikationen

Es sei F: UxW —> € der Repréasentant einer R-ver-
sellen Entfaltung des Funktionskeims f: (U,0) — (C,0).

Flir weW definiere Fw(x):= F(x,w). Nach einem Satz von

Looijenga [Lo] ist der Keim der Menge
Bif(F):= {weW | Fw hat nicht p(f) verschiedene kritische Werte}

in O analytisch. Wir kdnnen daher o.E. W so klein wé&hlen,
dag Bif (/)W analytisch ist.

Nach Siersma [Sil] existiert einn >0, so, daB fir

alle |wl <n gilt:
(i) samtliche kritischen Punkte von Fw liegen in B
(ii) sa@mtliche kritischen Werte von Fw liegen in D

(ii1) F;l(t) schneidet 8B transversal fiir alle te€D

)
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(iv) die Faserungen Ef‘~—> 3D und EF ——> 3D sind

diffeomorph. v

Ist zudem weW\Bif(F), so heiBt Fw eine Morsifikation von f.

4,1.3 Konstruktion verschwindender Zykel

Wir geben nun die Konstruktion verschwindender Zykel
an, wie sie von Brieskorn [Br 1] uncé Lamotke [Lam] durch-
gefihrt wurde.
Es sei Fw eine Morsifikation von f. Dann hat Fw genau P:=p(f)
verschiedene kritische Punkte (bzw. Werte), die wir mit
S RARERLN (bzw. Cl:=F@(al)""’cu’zpw(au) ) bezeichnen.
Fw ist in den kritischen Punkten a, (l<iz<p) nicht ausgeartet.
Wir wahlen nun disjunkte Kugeln ﬁi um a, in B, und disjunkte

Kreisscheiben D, um ¢, in D (l<icp), sodaB gilt:
- y _
8B, NF T (t)  fir alle t €D,

(Dabei sind die ﬁi SO klein gewé&hlt, daB dieser Schnitt nicht
leer ist). Zum weiteren w&hlen wir Punkte dieaDi und stetige
Wege X
vt (0,1] — 5\\FJ Dy von d nach d,.

J=1
Diese Wege induzieren Isomorphismen in der Homologie:

hie: By g (Xp 5@) —= B (F 5(d,)NB;z)

Qi:=F;l(di)ﬂ§i hat als Milnorfaser einer nicht ausgearteten

1

Al-Singularitét die Sphire s"7* als Deformationsretrakt,

Sei SiéHn_l(Qi; 7ZZ ) eine Homologieklasse, welche durch
Sn-l mit einer gew&hlten Orientierung représentiert wird.

Die Abbildungen

-1
H o ( ;) =X (F_l(d)ﬂﬁ-ZZ)—h—i—*v\»H (X- ;7))
n-1'9; 7 n-1'“w 9y ' n-1' %7
(XF :=F’l(d)ﬂ§ und «: Q. «—> F—l(d.ﬂﬁﬁ ) induzieren
g W i w i
dann eine Homologieklasse byin B (X- ;7).
W

Diese Klassen & "AU heigen verschwindende Zvkel,

17

Sie hdngen von der Homotopieklasse der Wege y. und der

gewéhlten Orientierung der S; ab.
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4,1.4 Ausgezeichnete und schwach ausgezeichnete Basen

(X- : Z ) aus verschwin-

-1 %7
w

denden Zykeln zu erhalten, bendotigen wir spezielle Wege ?i,

Um Basen der Homologie Hn

die sich aus den Wegen 8l folgendermaBen konstruieren
lassen: Man laufe lé&ngs vy von d nach di’ umlaufe dann 4
einmal l&ngs aDi in positiver Richtung und kehre dann langs.
y; von di nach d zurick.

Definition:

Ein System (Ai)l<i<u von verschwindenden Zykeln heiBt
ausgezeichnet, wenn gilt:

(i) die zu (Ai) gehdorenden Wege (yi) kreuzen sich nicht
selbst und verschiedene Wege haben nur d als gemein-
samen Punkt

(ii) die Wege (Yi) und damit die entsprechenden kritischen
Punkte der zugrundegelegten Morsifikation sind in
der Reihenfolge, wie sie de€3D verlassen im Uhrzeiger-
sinn durchnumeriert, angefangen beim Rand von D
(vgl. Bild in 4.1.7 ).

Ein System (& von verschwindenden Zykeln heiBt

i)l;i;u
schwach ausgezeichnet, wenn die Fundamentalgruppe

LE (D\\{cl,...,cu} , d) von den Homotopieklassen der zu
den Zykeln (Ai) gehGrigen Wegen (?i) erzeugt wird.

Bemerkung:

Jedes ausgezeichnete System von verschwindenden Zykeln
liefert durch Entfernung der Numerierung ein schwach

ausgezeichnetes System von verschwindenden Zykeln.

Satz (Brieskorn [Br 1]):

Jedes schwach ausgezeichnete System von verschwindenden

(le ,'ZZ).
W

Zykeln bildet eine Basis von Hn—l
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Wir sprechen deshalb auch von ausgezeichneten bzw. schwach
ausgezeichneten Basen der Homologie. Die Menge der so

definierten ausgezelchneten Basen von H ( XF ; Z ) be-

n-1

zeichnen wir mit 5’ W
4,1.5 Picard-Lefschetz Operatoren
Ist (Ai)l;i;U eine schwach ausgezeichnete Basis mit
zugehorigen geschlossenen Wegen (?i), so induzieren diese
in der Homologie H*(X; ; Z ) Automorphismen:
W
Tl Hn_l(XF ;ZZ) _—_}Hn—l( X/:‘ ;Z)
W w
. +
mit T, (x):= x+ (-1n(n+ 1)/ 2<X,Ai> by (l<i<y)

Diese Automorphismen heiBen Picard-Lefschetz Operatoren.

Im folgenden wollen wir flr die Anzahl der Variablen von £
n=3(4) voraussetzen. Dann ist die Selbstschnittzahl der
verschwindenden Zykel -2 und die Picard-Lefschetz Opera-

toren sind Spiegelungen an <>

1.(X) =X+ <X,0.> 0.
i” %1

i

Ist (a.) eine ausgezeichnete Basis, so ist der
i'l<icp

Monodromieoperator h, von £ zu TlO'--OTu konjugiert.

Das charakteristische Polynom des klassischen Monodromie-
operators liefert eine Invariante der Singularitdt, mit
welcher sich - zusammen mit der Isomorphieklasse des
Milnorgitters - die hier betrachteten O0-, 1-, 2-modularen

Singularitd@ten unterscheiden lassen (I.5).

Die Monodromiegruppe T der Morsifikation Fw ist das Bild

des kanonischen Morphismus

my D\{cl,...,cu} ;d) — Aut H__,( x;w P 2.
Flir eine schwach ausgezeichnete Basis (4. )l i<y mit zu-
gehorigen Picard-Lefschetz Operatoren (. )l j gilt dann:
I' = << >
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Es bezeichne 2 die Menge der verschwindenden Zykel 1in

Hn—l( XF ; Z ). Wir definieren Operationen «
' W
A*U in folgender Weise:

10y auf

o b (o )IA-IA B )

TS A Tt S U T B A
fir (Al,...,A ) €pn" ", Diese Operationen induzieren Operati-

*
onen von a, auf L (vgl. [H-2]).

Die von Apreeera g aufgespannte Gruppe ist isomorph zur

zopfgruppe mit p Fdden. Nach Husein-zade [H-Z] gilt:
| Satz:

Die Zopfgruppe mit U Fdden operiert bis auf Orientierung
*
der Zykel transitiv auf der Menge & der ausgezeichneten

Basen von H__ (X~ ;%2 ).

Bemerkung:

*
Es bezeichne wie in 4.1.4 & die Menge der ausgezeichneten

Basen von Hn—l( XF ; Z ). Brieskorn definiert in [Br 4]

die Menge w

*

*
B o= {(xbdyr.. .’TAU) | ter , (8yr.. .,Au)é Eog

als Menge der ausgezeichneten Basen von Hn—l(XF P Z).

¥ . . 1
Das Paar ((Hn_l( Xo 5 & ), B ) ist bis auf
W

Isomorphie durch f eindeutig bestimmt ([Br 4] ).

4.1.6 Dynkindiagramme

Ist f so stabilisiert, daB die Anzahl der Variablen
n=3(4) ist, so gilt flr den Selbstschnitt verschwindender
Zykel: <bigb> o= -2 (1<i<p) und die Schnittform

<o o> .
p : H (XF., 7z )XHn

n-1 K B Tz

w %
ist eine symmetrische, gerade Bilinearform.

Da die Faserungen

flEf:' Ef aD(S mit typischer Faser Xf

und FWIEF o B —— aD6 mit typischer Faser X r

w
w W
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isomorph sind, bestimmt die Schnittform auf XF die Schnitt-
Y

form auf der Milnorfaser Xf. Die Monodromieoperatoren der

beiden Faserungen sind zueinander konjugiert.

Definition:

(i) Das Dynkindiagramm einer isolierten Singularitdt f

bezlglich einer Basis von verschwindenden Zykeln (Ai)
ist ein Graph, dessen Ecken bijektiv den Zykeln ent-
sprechen und dessen i-te und j-te Ecke mit |<Ai,Aj>l
Kanten verbunden sind ( die Kanten werden gestrichelt,
<A, , 0 .> K< i . .
falls ir%y O ist ). Ist zudem (Al)l<l<u

* " =, .
ausgezeichnete Basis aus 4 , Sso bewertén wir die Eck-

eine

punkte des Dynkindiagramms mit der Nummer des ent-
sprechenden Basiszykels und nennen das Dynkindiagramm
ausgezeichnet,

{ (1ii) Die Menge der Dynkindiagramme zu ausgezeichneten Basen
? bezeichnen wir mit D*(f). Wir werden im folgenden
zeigen, das & *(f) unabhé&ngig von der Wahl der
Morsifikation ist.

4.1.7 Invarianz der Dynkindiagramme

|
:
i
.
.
|

Die Menge der Dynkindiagramme zu ausgezeichneten Basen

hé&ngt zuné&chst von den getroffenen Wahlen flir die verselle

Entfaltung und flir die Morsifikation ab. Es gilt aber der

Satz:

*
Die Menge der Dynkindiagramme zu ausgezeichneten Basen (D (f) )

%
i
5
%
{
.

ist unabhdngig von der gewdhlten Morsifikation.

Beweis:

Wir verwenden die bisher eingefiihrten Bezeichnuncen. Es sei

F eine verselle Entfaltung und e,s,n Seien wie in 4.1.1, 4.1.2

B A

gewahlt. Weil Bn\Bif(F) wegzusammenhangend ist, genigt es

Zu zeigen:

Flir alle W€ Bn\Bif(F) existiert ein n' > 0, sodapB fir alle
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weB mit |w-w_| <n' die Morsifikationen £ und £
n O Y w

dieselbe Menge ausgezeichneter Dynkindiagrammeo definieren,

Sei eine Morsifikation Fw gegeben. Ferner seien

- 0 . o ~ -1
a;r Cyiy di’ Di’ Bi und Wege y;r sowie Spharen Sf_fw (diHWB

mit einer Orientierung gegeben. Mit Si bezeichnen

wir auch die zugehoOrigen Homologieklassen 1in Hn_1(F;l(di)n§ )
ES sel w ©
n % 7 hanE —— 7l )05
Vi Yo o
W
o

ein vom Weg Y5 induzierter Diffeomorphismus, und hi* der

entsprechende Isomorphismus auf der Homologieebene.

w

Mit b7 (hig )—l( Si) bezeichnen wir die verschwindenden

Zykel in Hn_l(F;l(d)ﬂé; ZZ ). Weiter sei das Wegesystem (Yi)
o

;~ so gewadhlt, daB (Ai)l;i;u

% verschwindenden Zykeln ist. Wir wdhlen nun offene Kreis-

ein ausgezeichnetes System von

scheiben K, um c, derart, dag Rf:Di und setzen D':=5\kBJKi
i=1

o
{wl | W= | <n'} gilt (vgl. Siersma [Sil]):

Wir wa@hlen ein n' >0 so, dag flir alle weB ,(w_) :=
n

8
(i) die kritischen Werte von Fﬁ liegen in L,JKi
1

(ii) die kritischen Punkte von Fw liegen in
M
-1
iLz)l(fw (K, )0 B, )

(iii) In Jjedem Bi liegt genau ein nicht ausgearteter

kritischer Punkt von Fw'
(iv) F;l(t),ﬁaBi flr alle tesD, (l<ic<p). Der Schnitt
sei nicht leer.
Aufgrund des Ehresmannschen Faserungssatzes ist deshalb

die Abbildung

F x pr E-——-}D'XB'(WO) mit

2° n
E:= (BxBano))ﬂ(Fxpr

2 n (o]

ein lokal triviales, differenzierbares Faserblindel

( pr, 1st die Projektion auf den zweiten Faktor ).




)N B

Die Bezeichnungen sind links x{wo} und rechts x{w,}

1
zu verstehen
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Es sei nun wleBn,(wo) und g ein linearer Weg von W
nach Wy FUr die Wege {di}xg in D'xBn,(wO) existieren

dann Diffeomorphismen

K.: F'l(d.)nﬁ ~4;>,f“1(d.)n§
wo 1 Wl 1

Wir konnen n' so klein wdhlen, daB fir alle w éBn'(wO)

1

_ . - R | = .
Si:— ki(si) eine Sphédre in 7 wl(di)r\Bi ist. Mit
S.e€H (F—l(d.)nﬁ; Z ) bezeichnen wir auch die zuge-
1" "n-1 w1

hdrige Homologieklasse. Die Wege yix{wl} induzieren
Diffeomorphismen

"1 -1 - -1 -

h “: F 7(d)hB —> F ~(d.)NnB

Y Wy wyoi

W
und Isomorphismen hii auf der Homologieebene. Mit

E.o= (h,2) Y (8. )ewn _(F

i i* i n-1 wl(d)nB; Z)

ist (Zi)l<i<u ein ausgezeichnetes System von verschwin-
denden Zy?eTn fir Fw . Die Wege
1
(YiX{WO} )'({di}xg) -(Yix{wl})

sind in D'xBn.(wo) homotop als Wege mit festem Anfangs-

"1 Und 1d)«g

punkt (d,wo) und festem Endpunkt (d,wl). ( a*8 bedeutet
hier: erst wird o, dann 8 durchlaufen .)

Daher stimmen die von den Diffeomorphismen

-1 Yo _
) okith. : fw

Laing — 7 Y(a)ns
i 1 o

induzierten Isomorphismen

Lylok,,on

( hi* , i

(d)nB; ) —> H (F 7(8)nB; =)

—1
W n-1 wl

i* n-

Uberein. Nach Konstruktion iiberfiihrt dieser Isomorphis-

mus 4. in B,., sodaB gilt: <a,,A.>=<B,,5.>,

1 i i3 i’
Damit stimmen die entsprechenden Dynkindiagramme zu
diesen Basen Uberein. Weil nun die Zopfgruppe transitiv

auf der Menge der ausgezeichneten Dynkindiagramme einer

Morsifikation operiert, ist der Satz bewiesen.




|
:
-
=
£
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Lemma:
Die Menge der ausgezeichneten Dynkindiagramme ist unab-

hdngig von der Wahl der versellen Entfaltung und den
Wahlen flr e¢,6 und n.

Beweis:
Seien F:vpxeh — ¢, v,cc” und
G : szcs —> C, V2C¢n Reprdsentanten zweier

verseller Entfaltungen von f. Dann ist

r+s

J7 (vlmv')xc —> C mit

2
Hix,u,w):i=F(x,u) +G(x,w) - £(x) Reprédsentant

einer versellen Entfaltung von f. Da fiir die Bifurkations-
mengen von # gilt:

Bif (#) N ¢ x{0} = Bif(F) und

Bif (#) N {0}x€%=Bif(G)  haben je zwei

Morsifikationen von f bezliglich £ bzw. G dieselbe Menge
von ausgezeichneten Dynkindiagrammen, weil sich auf

die Entfaltung # der letzte Satz anwenden 1&Bt.

Die weiteren Aussagen des Lemmas folgen unmittelbar aus

dem Beweis des letzten Satzes.

Lemma:

Sind f, g Eﬂg(n) mit isolierter Singularitdt in O und
gilt fﬂﬁig' SO ist die Menge von ausgezeichneten Dynkin-

diagrammen fir f dieselbe wie die fiir g.
Beweis:

Wir wéhlen Reprdsentanten f: U. —> ¢, g: U, —> C

1 2
und eine biholomorphe Abbildung ¢ Ul —> U2, sodaB gilt:
f=go9, Weiter seienwl,...,wu Monome derart, daB
u H
G: UyxC" —= ¢ mit g(x,w) =g(x)+ | wai(x)
i=1

eine R-verselle Entfaltung von g ist. Dann ist
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u
Fix,w):=f£(x)+ | w,
. i
i=1

eine R-verselle Entfaltung von f. Zur Konstruktion

'(wio¢)(X)

einer Morsifikation von f beziglich F ( bzw. G ) wahle,

wie oben beschrieben, positive Zahlen ¢ ( bzw.

f1r %r M
21 52, ﬂ2) mit 61= 52, n = o, und <1>(BE ) CBE . Mittels
1 2

¢ 18t sich dann die Konstruktion eines ausgezeichneten

€

Systems von verschwindenden Zykeln zu einer Morsifikation

F@ auf die Morsifikation gw Ubertragen. Wegen des
o o

letzten Lemmas ist die Menge der zugehOrigen auscezeich-

neten Dynkindiagramme zu f und g dieselbe.

4.1.8 Dynkindiagramme und Stabilisierung

Satz:

Es sei fe'wg(4k~+3) eine isolierte Singularité&at und

g(x,y):= f(X)4-y§-+y§-+y§-+yZ eine Stabilisierung von f,.

Dann ist jedes ausgezeichnete (schwach ausgezeichnete)

Dynkindiagramm von f auch eines von g. Insbesondere

haben f und g isomorphe Milnorgitter und die charakteris-
tischen Polynome der Monodromieoperatoren von f und g
sind dieselben.

Beweis:

Dies ist ein Spezialfall eines Resultates von Gabrielov [Gal].

4.1.9 Dynkindiagramme und p-Homotopie

Satz:

Seien f, gexm?(n) gy-homotop. Dann haben f und g dieselbe

Menge von Dynkindiagrammen zu ausgezeichneten Basen.

Korollar:

Sind £, gé*wg(n) py-homotope isolierte Singularitéaten

mit n=3(4). Dann gilt:
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(i) Die Milnorgitter von f und g stimmen iberein

(ii) Die charakteristischen Polynome der Monodromie-

operatoren von f und g sind dieselben.

Bemerkung: Die Aussage (i) folgt auch aus einem
Satz von Tjurina [Tj], und die Aussage (ii) folgt

fir n# 3 auch aus einem Satz von L& Ding Trang - Ramanujam

[L-R].

Beweis (des Satzes): Es sei y:[0,1] ___>,W@(n) ein
stetiger Weg mit y(0) =£f, y(1) =g und p(y(t))=p(f)=p(g)
( te[0,1]). Da y(t) (p+1)-bestimmt ist, darf man o.E.

annehmen, daB y(t) fir alle t ein Polynom mit Grad kleiner
oder gleich p+1 ist. Es sei

N
r .= v .
Flxyw)e=f£+ ] woey,
i=1

eine Entfaltung von £, wobei (v.) alle Monome mit

l;grad(wi);u+-l sind. Dann ist } i%é%N2.l.l eine verselle
Entfaltung von f =+y(0), weil nach dem Korollar in 1.2.1
mHcaf ist. Deshalb existiert ein ty SO dag fur Ost<ty
eine gemeinsame Morsifikation Fw von Y(t) und f gewahlt
werden kann. Eine entsprechende © Argumentation gilt fir

- geeignete Umgebungen aller Punkte in [0,1]. Da man auf
diese Weise eine Uberdeckung des Einheitsintervalls er-

halt, folgt der Satz.

4.1.10 Dynkindiagramme und p-Vereinfachung

Definition:

Es sel ein ausgezeichnetes Dynkindiagramm mit den

i)liiiu

mit 1l<n_<p. Dann heiBt der bewertete Teilgraph (63) 1 ien
dessen Eckpunkte dieselbe Bewertung haben wie im gegé%=?é%

numerierten Basiszykeln (a gegeben und n €N

Dynkindiagramm, ein ausgezeichnetes Unterdiagramm des

e

gegebenen Dynkindiagramms.

Nach 4.1.9 ist die Menge der ausgezeichneten Dynkindiagramme

eine Invariante unter p - Homotopie. Deshalb gilt der Satz:

)
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Satz ( siehe D. Siersma [Si 1])

Es seien f,ge'ng(n) isolierte Singularititen mit n=3(4),
Gilt f —Tra g , SO gibt es zu jedem ausgezeichneten
Dynkindiagramm von g ein ausgezeichnetes Dynkindiagramm

von £, in welchem es ein ausgezeichnetes Unterdiagramm ist.

Korollar (vgl. G.N. Tjurina, [(T71]):

Es seien f,g wie im Satz. Dann 1&8t sich das Milnorgitter

von g primitiv in das Milnorgitter von f einbetten.

4.1.11 Dynkindiagramme von uni- und bimodularen

Singularité&ten

Satz (Gabrielov [Ga 2], Ebeling [Eb2], [Eb 3])

Die folgenden Graphen sind ausgezeichnete Dynkindiagramme

von uni- und bimodularen Singularitdten:

(i) Die unimodularen exzeptionellen Singularit&ten
Spc]r haben ein ausgezeichnetes Dynkindiagramm
mit Graph Spqr (Abb.1 ). Dabei ist die Bedeutung
der Bezeichnung Spqr in der Notation von Arnold
der untenstehenden Tabelle 1 zu entnehmen.

(ii) Die unimodularen Serien Tpqr haben ein ausgezeich-

netes Dynkindiagramm mit Graph T der aus dem

pgr’
in Abb.l angegebenen Graphen Spq r entsteht, in-

dem die mit "1" bewertete Ecke und die Verbindungs-
kante zur Ecke "p+g+r-1" entfernt werden und die Bewer-

tung jedes Punktes um Eins erniedrigt wird.

(iii) Alle bimodularen Singularitdten haben ein ausge-

K A
abcde ( Abb.2)

und der dort angegebenen Bewertung. Die Werte fliir

zeichnetes Dynkindiagramm mit Graph R

Ky Ay @, b, ¢, d, e findet man in der nachfolgend

aufgefihrten Tabelle2,welche der Arbeit [Eb 3]

entnommen ist.




Zzusatz zu (1ii):
a) Die Werte von d und e in der Tabelle 2 k&nnen
vertauscht werden.

b) Ist «x=d=e=1, »=0, so sind alle Werte b',c'>2
+

mit b'+c'=b+c mdglich.

Bemerkung:

Aus den im Satz aufgeflihrten Dynkindiagrammen zu

ausgezeichneten Basen erhd@lt man fiir die bimodularen
Singularitaten Dynkindiagramme zu schwach ausgezeich-
neten Basen, indem man die Verbindungskante von Ecke

"1l" zu Ecke "2" entfernt und dann die Bewertung fortldpt.

p+l

Abbildung 1:

D Graph S
er Grap bqr

B12 = S237 211 = S245 " %5355
E13 = 5238 212 = 5246 13 256
F14 = S239 213 = S247

Q10 = 5334 511 7 5344 12 444
91, = 8335 S12 ¥ 8345

Q15 = S335

Tabelle 1: Spq r in der Notation von Arnold
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e d+1
o d+2
e < ..

T d+e-1

\L d+e

a+d+e

at+d+e+l

a+b+d+e-3

a+b+c+d+e-2

a+b+d+e-2

' S
Q ? Q S X
a+td+e-1 %4 ) "6 %4 Sy
X X X X Q
Cx Cx Cx o>x X@
Q, o, ¥ © N,
SR SN SN
N 2 v

Abbildung 2: Der Graph R

abcde
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Definition:

(i)

(ii)

Sei YC7n2(3) eine uni- oder bimodulare Singulari-
tdtenklasse im Sinne von Arnold. Dieser ordnen wir
die Menge JD(YJ der ausgezeichneten Dynkindiagramme
zu, die im Satz unter (i), (ii) oder (iii) mit gZu-

satz flir Y definiert sind.

Ferner definieren wir Mengen ZE(YJ schwach ausge-
zeichneter Dynkindiagramme wie folgt: Ist Y eine
unimodulare Singularitdtenklasse, so entsteht JDS(Y)
aus D(Y) durch Fortlassen der Numerierung.

Ist Y eine bimodulare Klasse, so besteht zé(Y) aus
den in der Bemerkung beschriebenen Diagrammen, wobei

wir noch folgende Anderung der Graphen zulassen:

Ein Teilgraph p1 4A P3

) Py

paarweise verschieden) kann durch den Teilgraphen

TN
e

Py

(p

ersetzt werden. Die dadurch zusdtzlich erhaltenen

Graphen sind ebenfalls schwach ausgezeichnete Dynkin-
diagramme (vgl. [Eb 3], Abb. 2 ).
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1.4.2 Spektren und eine Vermutung von Arnold

Es sei féﬂh?(n) der Keim einer holomorphen Funktion

mit isolierter Singularit&t in O. Wir betrachten im Sinne
von Steenbrink [St 1] die gemischte Hodge-Struktur auf der
Kohomologiegruppe einer Milnorfaser dieser Singularitéat.
Dadurch sind gewisse komplexe Vektorrdume gPrd definiert,
auf denen der Monodromieoperator operiert. Jedem Eigen-
wert * der Operation des Monodromieoperators auf gPr 4
entspricht eine rationale Zahl & derart, daB exp(2nig) = A
und g = [¢] der ganze Teil von ¢ ist. Der Vektor

SPGC(f)’z(lr)lir;u(f)’

geordnet nach der GroBe, heiBt das Spektrum von f.
Varchenko definiert fir isolierte Hyperfldchensingulari-
taten das Spektrum einer Singularitd@t mit asymptotischen
gemischten Hodge-Strukturen [Va l]. Nach einer Bemer-

kung in [Va 2] erhdalt man das Spektrum im oben definierten
Sinne, indem man die Zahlen um Eins vergrdBert,

Varchenko hat in [Val] gezeigt:

Satz:

Das Spektrum einer isolierten Singularitdt ist eine
Invariante unter pu-Homotopie,

In Tabelle A.8 findet man fir n=3 die Spektren aller

O-, 1- und 2-modularen Singularit&dten. Dabei ist

8, = Lr,/N , wobei N und Lr der Tabelle zu entnehmen

sind. Die Spektren sind beziiglich des Punktes 3 /2
symmetrisch. Die in der Tabelle angegebenen Spektren sind
einer Arbeit von Gorjunov [Go] entnommen.

Flir Singularitdten mit quasihomogenem Typ lassen sich

die Spektren nach Steenbrink [St 2] aus der quasi-
homogenen Gewichtung berechnen. Fiir u(f£)<20 haben

wir die Werte exp(2nilr) an Hand der von uns berechneten
Eigenwerte des Monodromieoperators kontrolliert. Fir die

Berechnung der Eigenwerte haben wir Methoden verwendet, wie

sie in [A'C] und in [Eb 1] angegeben sind.
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Definition:

Es seien f,ge—n%(n) mit isolierter Singularitdt in O
. . ]
und Milnorzahlen p+d bzw. uy. Sei (lr)l;r;u+d das

Spektrum von f und (lr)l;r;u das Spektrum von g.

Wir sagen: Das Spektrum von f vereinfacht sich in das

s

Spektrum von g, wenn fir alle 1<j<p gilt: 13§=Ejiﬂg+d
Wir schreiben dann:

Spec(f) ——> Spec(qg)
Arnold hat in [Ar 4] folgende Vermutung aufgestellt:

Vermutung:
Sind f,geswg(n) Funktionskeime mit isolierter Singularitéat
in O und gilt f —Tré g, so gilt

Spec(f) ——> Spec(qg).

Die Vermutung ist von Gorjunov mit Hilfe der folgen-

den Vereinfachungen f —— g Uberpriift worden:

(1)) £f,g9 einfache Singularitaten

(ii) f,9 unimodulare Singularitdten
(iii) f,g bimodulare, exzeptionelle Singularité&ten
(iv) f,g bimodulare Singularitdten mit

Korang(f) = Korang(g) = 2.
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1.4.3 Aufldsung von Singularit&ten und deren Invarianten

unter p-Homotopie

4.3.1 Ebene Kurvensingularit&ten

Es sei f 675(2) ein holomorpher Funktionskeim mit
isolierter Singularitd@t in O. Wir betrachten den zuge-
o), 0)e(a?, 0,
Diesem kann man durch endlich viele sukzessive c-Prozesse

des ( CZ,O ) eine Standardaufldsung zuordnen. Zu jeder

horigen analytischen Mengenkeim ( f

solchen Standardaufldsung gibt es ein System von Multipli-
zitdtensequenzen, auf welches wir in 1IV.3 niher eingehen

werden. Der folgende Satz geht auf Resultate von Zariski,

L& DUng Trang, Ramanujam [L-R] und Tessier zurick.

Wir haben ihn der Arbeit [Te 2] entnommen.

Satz:

Es seien f,ge4n2(2) holomorphe Funktionskeime mi:t iso-
lierter Singularitd&t in O. Dann sind folgende Aussagen

aguivalent:

(i) f und g sind p-homotop,

(i) (£710),0) und (g71(0), 0) haben als in (c¢2, 0)

eingebettete Mengenkeime denselben topologischen Typ,

(iii) die zu f und g gehdrenden Systeme der Multipli-

zitatensequenzen sind gleich.

In Tabelle A.7 haben wir die Systeme von Multiplizitdten-
sequenzen flr sdmtliche Singularititen aus Arnolds Klassi-
fikation mit Modularitdt hdchstens zwei angegeben.

Weil die Modularit&t auf den p-Klassen von isolierten
Kurvensingularitdten konstant ist ( Beweis 1in I.5.2.1)

und Arnold s@mtliche elenen Kurvensingularitdten mit

Modularitdt O, 1 und 2 klassifiziert hat, erhalten wir die
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Folgerung:

Es seien f,gc?hg(Z) isolierte Singularitaten uncé f habe
eine Modularitéat kleiner oder gleich zwel.

g gehort genau dann zur gleichen Singularitédtenklasse
aus Arnolds Klassifikation wie f, wenn f und g dieselben

Systeme von Multiplizitatensequenzen besitzen.

4,3.2 Zweidimensionale Hyperfldchensingularité&ten

Es sei fe/w3(3) mit isolierter Singularitat in O.

'l(o),o)C(¢3,o) ist

dann eine normale Flachensingularitdt., Flir jede normale

Der analytische Mengenkeim ( £

isolierte Fldchensingularitdt (V,0) existiert eine Aufldsung
mT: (X,0) —> (V,0).

Die Auflosung heiBt gute Aufldsung, wenn die irreduziblen

Komponenten der exzeptionellen Kurve ﬂ—l(O) komrlexe
Mannigfaltigkeiten sind und die irreduziblen Komzonenten

nur normale Uberkreuzungen aufweisen, Die Aufldsungen

sind nicht eindeutig bestimmt, aber nach Laufer [Laul] gilt:
Jede Flachensingularitdt besitzt eine bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte minimale ( bzw. minimale gute ) Auf-
10sung.

Jeder minimalen guten Auflodsung 1aBt sich ein dualer Graph

in folgender Weise zuordnen:

Jeder Eckpunkt repréasentiert eine irreduzible Komponente
der exzeptionellen Kurve ﬂ‘l(O). Er wird bewertet mit

der Selbstschnittzahl dieser Komponente als kanonisch
orientierte komplexe Untermannigfaltigkeit von X und

mit dem Geschlecht. Die Anzahl der Kanten, die zwei
Eckpunkte miteinander verbinden, ist gleich der Schnittzahl
der zugehOrigen Komponenten,

Die dualen Graphen der uni- und bimodularen Hyperfldchen-

singularitéaten findet man in den Arbeiten [Lau 2! und

[Lau 3] von Laufer.
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Satz (Neumann):

Fir p-homotope Singularitdten in mg(B) haben die
minimalen guten Aufldsungen der zugehdrigen Flidchensingu-

laritaten denselben dualen Graphen.

Beweis: Aus dem Beweis in I.4.1 folgt, daB u-homo-
tope Singularitdten diffeomorphe Milnorfasern haben.
Nach einem Satz von Neumann [Ne] bestimmt aber der Rand
der Milnorfaser den dualen Graphen einer minimalen guten
Auflosung.

Bemerkung:

Es gibt verschiedene isolierte Hyperfl&dchensingularitidten mit
gleichem dualen Graph, die durch nicht p-homotope
Funktionskeime definiert sind. Das folgende Beispiel

stammt von Laufer und ist der Arbeit [Eb 3] von Ebeling
entnommen:

f(x,y,z):=23+x4+y36

g(x,y,Z):=22-+y(x12*‘yl8)

Der duale Graph ist:

Die Zahl in der eckigen Klammer gibt das Geschlecht,
die andere die Selbstschnittzahl des zugehdrigen Zykels
an. Die Ordnung des Monodromieoperators von f bzw. g
ist 36 bzw. 38.
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1.5 Arnoldsche Klassen und p - Homotopie

e

In 5.1 werden wir einen Beweis fir den Satz aus 3.1
geben. In 5.2 beschdftigen wir uns mit der Frage, ob die
Modularitdt auf den p - Klassen von Funktionen mit isolierter

Singularitat konstant ist.

5.1 Nachtrag eines Bewelses

Satz:

Es seien f,géﬁnz(n) mit isolierter Singularité&t in O und

Modularitdt hochstens zwei. Dann gilt

(i) £ "L g < > f und g liegen in der gleichen
Arnoldschen Klasse
.. 5
(ii) f(Xl""’Xn) “u g(xl,...,xn) <

) 2 2
f(xl,...,xn) +y “u g(xl,...,xn) + vy

Beweils:

Die Aussagen (i)"<=" und (ii)"=>" sind klar. Die Uubrigen
Aussagen werden durch eine Betrachtung von Invarianten
bewiesen.

Es sei fé4ﬂ2(n) mit isolierter Singularitadat in O und

n = 3(4). Einem solchen f kOnnen wir gemap 4.1.9 das
charakteristische Polynom Pf des Monodromieoperators sowie
die Isomorphieklasse L(f) des Milnorgitters zuordnen. Diese

Invarianten hédngen lediglich von der u - Klasse von f ab. Wir

werden zeigen:

Sind fl,f2€4“2(3) Funktionskeime aus voneinander ver-
(*) schiedenen Arnoldschen Klassen, so lassen sich fl und f2

an Hand der oben definierten Invarianten unterscheiden.

Die Funktionen aus den von uns betrachteten Arnoldschen
Klassen haben den Korang 0,1 oder 2. |

Flir eine isolierte Singularitat g€M¢2(4k+3) und ihre Stabili-
sierung h = g + yi+ y§-+ y§+-y2 gilt nach 4.1.8 und 4.1.9

L(h) = L(g) und Ph = Pg
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Deshalb folgen die ibrigen Behauptungen des Satzes aus

(*) und (ii) "=>".

Bewels von (*):

Das Milnorgitter einer isolierten Singularitat fé«mz(B) ist
ein gerades Gitter. Wir bezeichnen mit (“+'H~’“o) seine
Signatur. Im folgenden benutzen wir die im Anhang A.6 auf-
gefihrten Signaturen und Diskriminantenformen. Dies sind
Invarianten des Milnorgitters (vgl. IV.1).

Es lassen sich vier F3lle unterscheiden:

Es liegt eine einfache Singularitdt vor. Fiir ver-
schiedene Arnoldsche Klassen sind die Diskriminanten-

formen nicht isomorph.

(i1) w, =0, u, =2

Es liegt eine der drei Klassen T33 37 T24 47 T23 6

vor. Ihre Milnorzahlen sind verschieden.

(iii) Hy = B = 1
f ist dann Element einer Klasse Tpqr mit
l +~£ + i < 1
P g r
Das charakteristische Polynom ist dann
1

(z-1) (2P -1)(29-1)(z" - 1)

(siehe z.B. [H-12 ], Appendix)

(iv) Hy = 2, Hy = 0

Dies sind die iibrigen Klassen aus Arnolds Liste mit
Modularitéat ho6chstens zwei. Unter ihnen gibt es genau
finf Paare von Klassen, deren Milnorgitter gleiche
Signatur und isomorphe Diskriminantenform haben.

Es sind dies

J )

(Ejgr Qg) (2990 Q1) (2150 I3 5

(El9' Z.4) (S W )

19 17" 71,2

In diesen F&dllen sind nach einem Resultat aus der

Theorie der quadratischen Formen die zugehorigen

Milnorgitter isomorph. Die charakteristischen
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Polynome sind aber verschieden. Dies erkennt man an den
Eigenwerten des Monodromieoperators, die sich aus den im

Anhang A.8 angegebenen Spektren ablesen lassen.

I.5.2 Modularitdt und p - Homotopie

5.2.1 Es ist unseres Wissens nicht bekannt, ob fir iso-
lierte Singularitdten fE4W2(n) die Modularitédt eine
Invariante unter p - Homotopie ist. Fir Funktionskeime aus
4%?(1) ist dies natirlich richtig, da sie alle O - modular
sind. Wir geben eine zu diesem Problem &dgquivalente Frage-
stellung an. Hierzu erinnern wir zundchst an einige

Bezeichnungen aus 2.1 und 2.2.

. 2 . . . . C e,
Es sei fe¥"(n) mit isolierter Singularité&t in O.

n

Fe
(¢X

xcg,m—e(@,o)

sel eine Entfaltung von f. Wir wd@hlen einen Repréasentanten

F: U—>C mit 0€eU < ¢" xcP offen.

Mit CF haben wir die Menge der Punkte (x°,s°)&€ U bezeichnet,
fiir die F(.,s°) in x° einen kritischen Punkt mit kri-
tischem Wert O hat. DF ist das Bild von CF' unter der

kanonischen Projektion

e (€7 x P00 — (cP,0)

Dr " ist die Menge derjenigen Parameterwerte s°€ Dry fir die
14

F(.,s°) einen kritischen Punkt x° mit Milnorzahl p(f) und

kritischen Wert O besitzt.

Man kann U stets so wahlen, daB gilt:

CF<: U analytisch
D-, D- < n-~(0 analytisch
o F PR SR Y
nFl Cr—>D; ist eigentlich und hat diskrete Fasern
F_l(.,s°)fﬂ Cr ist einelementig fiir s°€ D u
14

Flir eine R - semiuniverselle Entfaltung / ist die Dimen-

sion des ahalytischen Mengenkeimes (DF H'O) gerade die
Modularitat von f.
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Satz:

Es sei ne N eine natiirliche Zahl. Dann sind folcgende

Aussagen &aquivalent

(i) Die Modularitéat ist auf den p - Klassen von Funktions-

keimen aus 47D2(n) mit isolierter Singularitdt konstant.

(ii) Fir jedes f£4ﬁ2(n) mit endlicher Milnorzahl und jede
R - semiuniverselle Entfaltung / ist (DF p,O)

reindimensional.

Bewels:

Es seil f€4ﬂ2(n), F: U——>C Reprédsentant einer R - semiuni-
versellen Entfaltung von f mit den Eigenschaften (*). Wir
kdnnen o.B.d.A. annehmen, daB fir (x°,s°)e Un F_l(O) die
induzierte Entfaltung F(x°,s°) versell ist (Offenheit der
Versalitat, 2.1.2).

Ist (x°,s°)€ U N F Y(0) mit nea (.,0N=u(f), so gilt

(x°,s°)
flir die R - semiuniverselle Entfaltung
§:= f(X°,S°A)
(**)
D ;O = D~ ,s°).
( G,u ) ( Fop )

(ii) => (1)
Ist der Keim (DF ,0) reindimensional, so konnen wir o.B.d.A.

14

DF " ot ﬂF(U) als reindimensional voraussetzen. Auf Grund der
14

Endlich - Bestimmtheit isolierter Singularit&aten und der

Definition von Versalitdt existiert eine Umgebung W von f in

4wz(n) mit der Eigenschaft
Zu jedem g&€ W ex. ein (X°,s°)é’CF mit g ~p F(x°,s°)("0)

Wegen (**) ist deshalb die Modularitd@t auf cden u - Klassen
isolierter Singularit&dten lokal konstant. Die p - Klassen sind

wegzusammenhangend.

(i) => (1i1i)

Ist der Keim D~
( Fou

eine niederdimensionale irreduzible Komponente von (DF

0O) nicht reindimensional, so wahle man
,0).

s

Aus (**) folgt dann, daB die DModularitdt auf der p - Klasse

von f nicht konstant ist. O
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Der folgende Satz geht auf J. Wahl und B. Tessier [Tel ],
[Te 2] zurﬁck und benutzt Resultate flr die Monodromie, wie

sie von Lé, Lazzeri und Gabrielov bewiesen wurden.

Satz:

Fiir eine K - semiuniverselle Entfaltung § einer isolierten
Singularitéat f€4ﬂ2(2) ist das p = konst. Stratum

D 0] glatt.

( g,“I ) )

Die Glattheit des p=konst. Stratum einer K - semiuni-
. . . . C e 2
versellen Entfaltung einer isolierten Singularitdt fe&-" (n)
mit n 2 3 scheint bis jetzt ein offenes Problem zu sein.

Es wurde von B. Tessier in [ Te 1] gestellt.

Beachtet man, daB fir eine K - semiuniverselle Entfal-
tung ¢ und eine R - semiuniverselle Entfaltung # einer
isolierten Singularitdt f mit Milnorzahl p und Tjurinazahl =

gilt
- > H—T
(D/. P’O) (Dg,“lo) X ((]: IO)

4

so erhadalt man

Korollar:

Fir isolierte Kurvensincularitdten ist die Modularitdt auf

den p - Klassen konstant. .

5.2.2 Satz:

Ist fé+w2(3) H - homotop zu einer isolierten Singularitdt
ge4ﬂ2(3) mit Modularitadt hochstens zwei, so haben f und g
dieselbe Modularitdt. f und g gehdren dann derselben

Arnoldschen Klasse an.

Beweis:
Die Milnorgitter von f und g sind isomorph und haben insbe-
sondere dieselbe Signatur (p+,p_,po). Wir unterscheiden

zwel F&dlle:




Ho T Hy = 0
Das Milnorgitter ist negativ definit. Deshalb sind f
und g einfache (O -modulare) Singularitédten (siehe
Tjurina, [ Tj 1 ]). Die zugehdrigen Klassen lassen sich

an Hand ihrer Milnorgitter unterscheiden.

u
o
Die Modularité&t von g ist 1 oder 2. Nach A. H. Durfee

+p, = 2

[Dul] ist (f—l(O),O) eine minimal - elliptische
Hyperflachensingularitdt im Sinne von Laufer. Laufer
hat in [ Lau 2 ] die minimal - elliptischen Hyperfl&chen-
singularitdten durch die dualen Graphen ihrer minimalen
(guten) Aufldsungen klassifiziert.

Die dualen Graphen von minimalen guten Aufldsungen

sind eine Invariante unter p - Homotopie (vgl. 4.3.2).
Aus der Klassifikation folgt, daB f und g der gleichen

Arnoldschen Klasse angehéren. O
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KAPITEL IT DIE PROBLEMSTELLUNG DIESER ARBEIT UXD DER AUFBAU
DER BEWEISE IHRER HAUPTERGEBNISSE

17.1 Der Vereinfachungsbegriff, bekannte Vereinfachungs-

ergebnisse und die Problemstellung dieser Arbeit

I1II.1.1 Der Vereinfachungsbegriff

Wir werden in dieser Arbeit stets den Begriff der u - Ver-

einfachung zugrunde legen:

Definition:

Seien f,gevﬂz(n) isolierte Singularitdten.

Dann U - vereinfacht sich £ in g (f-jr>g ), wenn in Jjeder Um-

gebung von f in 1%2(n) ein g'e1n2(n) mit g'«mlg liegt.
Andernfalls schreiben wir f-ﬁrég .

Andere Vereinfachungsbegriffe erhdlt man, wenn man in
dieser Definition die u - Homotopie durch andere Aquivalenz-
relationen ersetzt. Verwendet man in obiger Definition z.B.
g'«ng oder g'rw<g anstelle von g'rn]g, so erhd@lt man den
Begriff der Rechtsvereinfachung ( f—>g ) oder den der Kon-

R
taktvereinfachung ( f—>g).

K
Flr Vereinfachungen innerhalb der O - modularen Singulari-
tdten sind die drei Begriffe gleichwertig, da fir diese Singu-
laritaten die py - Klassen, die Kontakt- und die Rechtsorbits
zusammenfallen., ( Alle Vereinfachungen wurden hier bereits von
Arnold in [ Ar 1] bestimmt, siehe auch [ Si 1 ].)

Dies ist fir die unimodularen Singularit&ten bereits in
den einfachsten Fallen falsch: Sei z.B. f eine T2 37-—Singu—
laritéat. Dann liegt in jeder Umgebung von f eine Singularitat

aus der Arnoldschen Klasse T aber f kann sich in keine

236"’
Singularitédt aus dieser Klasse kontaktvereinfachen ( siehe

2.2.1 ).
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Seien nun f,ge7ﬂ2(n) isolierte Singularitaten der Modu-

laritdt hochstens zwei. Dann gilt ( siehe I.3 und 1.2.4):

(1) f'jj>g <=> in jeder Umgebung von f 1in 1ﬂ2(n) liegt
eine Singularitdt aus der Arnoldschen

Klasse von g

o Y

. _ 2 2
(ll) f_].:l_>g <==> f(xl,...,xn)+Xn+l—'l:l_>g(xll...lxn)+Xn+l

(iii) Fir hem’(n) mit h~ £ oder h—>f gilt

—_— > —_—
f T g h 0 g .

X bezeichne dieArnoldsche Klasse von f 1in Tnz(n), Y die
von 4.

Statt f-7r>g schreiben wir auch f—7T>Y

Definition:

X-35v .<=>Jf'ex: f' Y

XYXL>Yy :<=>VYf'eX:f' Y

Bemerkungen: 1) Wir werden Beispiele angeben, in denen x-i1>y,
aber nicht X—>Y gilt.
2) Aus (ii) folgt, daB X 2>y bzw. X-¥>7Y in ﬂtz(n) genau

dann gilt, wenn die entsprechende Relation in 1%2(n+1) gilt.

Ist hernz(n) ebenfalls eine isolierte Singularitat der
Modularitdt hochstens zwei, so gilt:

(iv) h—>X und X 2>y => h—pv.
(v) hvﬁéY und X Y>vy ==>}1#§>X.
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1I1.1.2 Ergebnisse Uber Vereinfachungen zwischen uni- und

bimodularen Singularitdten von Karras, 3rieskorn

und Laufer

Die p -Vereinfachungen innerhalb der unimocdularen Singu-
laritdten hat E. Brieskorn in [Br 2] vollst&ndic angegeben.
Flir die Vereinfachungen der Spitzensingularité&ten Tpqr
greift er dabei auf die Arbeit [Ka] von Karras zuriick.

Auf Grund eines Resultates von K. Wirthmlller ([wWi],siehe
hier IV.2.3) hé&ngen die y - Vereinfachungen innerhalb der uni-
modularen Singularit&ten nicht von den Reprdsentanten der
Arnoldschen Klassen ab, das heiBt die Relationen X-—§L>Y

und X —2>Y sind fiir diese Klassen aguivalent ([Br 2]).

Ist X¢:4ﬂ4(3) eine uni- cder bimodulare Arnoldsche
Klasse, so gilt flr die durch f e X definierten Fldchensingu-
larititen (£71(0),0) < (c3,0):

Lioy,0)

Der duale Graph einer minimalen Aufldsung von (f
ist eine Invariante fir X.

Die Selbstschnittzahl des Fundamentalzykels einer mini-
malen Auflosung von (f-l(O),O) wird durch die folgende

Tabelle beschrieben

X aus Gruppierung Selbstschnittzahl
E -1
Z, W -2
Q, S, U -3

Laufer beweist in [Lau 3] unter anderem

Theorem (Laufer):

. . 2
Es seien X, Y uni- oder bimodulare Arnoldsche Klassen in -m" (3)
mit gleicher Selbstschnittzahl des Fundamentalzykels der zu-
gehorigen minimalen Aufldsungen. Dann gilt

X—2sy — Xx—Ysy

Samtliche p - Vereinfachungen zwischen solchen Klassen werden
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bis auf Transitivitdt durch die im Anhang A.3 reproduzierten

Tabellen vollstandig beschrieben.

Laufer beweist dieses Theorem, indem er Deformationen
minimaler Aufldsungen von uni- und bimodularen Flachensingu-
laritdten, die simultan niedergeblasen werden konnen, studiert,
Er zeigt ([Lau 3], Thm. 4.8, 4.10 ):

Flir eine semiuniverselle Deformation

(£71(0),0) — (v,0) ——>(s,0)

einer uni- oder bimodularen Fldchensingularitéat
(£71(0),0) < (c,0) ist fir

T:= [sesS e

gleicher Selbstschnittzahl des Fundamentalzykels
wie (£71(0),0))

(s) enthidlt eine Fldchensincgularitdt mit

die Einschrénkung

-1 nl

(£ °(0),0)~——>(x+ ~(T),0) —>(T,0)

die maximale Deformation, die nach einem durch eine endliche
Abbildung induzierten Parameterraumwechsel simultan aufge-
blasen werden kann.

Die Klassen der uni- und bimodularen Singularitdten, die in
den Fasern iiber T auftreten, hdngen lediglich von der

Arnoldschen Klasse von f ab.

(Wir gehen auf den Beweis fir die Zquivalenz von X-—ii>Y

und X——EL>Y' nicht ausfiihrlich ein, da wir die Ergebnisse von

Laufer nicht verwenden werden.)

Die unimodularen Klassen Tpqr mit p_l-rq—l-kr_l
. . . ‘
sowie die bimodularen Klassen J3,i’ Zl,i’ Q2,i’ Nl,i'

mit 121 bestehen aus lediglich einer

=

I

W .y

—
~
-

4
=T
$1,i7 51,17 Y1,
1 Kontaktidguivalenzklasse. Flr solche Klassen X ist deshalb die
i Kquivalenz von X —=>Y und X——>Y trivial.

Einen Teil der Ergebnisse von Laufer und Brieskorn findet man
bereits in den Klassifikationsarbeiten von Arnold, z.B. in
[Ar 3].
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Gorjunov gibt in [Go] an, einige Vereinfachungsergebnis-

se berechnet zu haben, die Uber die oben aufgeflihrten Ergeb-

nisse hinausgehen.

11.1.3 Die Problemstellung dieser Arbeit

Im folgenden bezeichne X eine der vierzehn bimodularen
exzeptionellen Arnoldschen Klassen oder eine der sechs bimo-
in

dularen Klassen J oder U

; 3,0 21,07 92,0" "1,0" 51,0 1,0
m-(n), sowie Y eine von X verschiedene uni- oder bimodulare

Arnoldsche Klasse in-w?(n).
Sei f eX. In dieser Arbeit bestimmen wir alle p - Verein-
fachungen f-—ﬁ—éY' von £ in die uni- und bimodularen Arnold-

schen Klassen Y.

Bemerkungen:

(i) £ gehdrt genau dann zu einer der genannten Klassen X,
wenn f bimodular und rechtsdquivalent zu einer semi-
guasihomogenen Singularitat ist.

Wir kdnnen o.B.d.A. stets voraussetzen, daB f die
Normalform aus Anhang A.l hat oder eine &guivalente

Normalform besitzt.

(ii) X und Y liegen in verschiedenen u - Klassen. Aus der
Oberhalbstetigkeit der Milnorzahl folgt deshalb:
f-—ﬁ—>Y ist nur méglich, wenn die Singularitaten aus

Y eine kleinere Milnorzahl als f € X haben.

(iii) FUr einen guasihomogenen Repréadsentanten f € X beweisen
wir f-—i—éY, indem wir eine einparametrige stetige
Familie ft’ teC, mit foex und ftéY fir t #0 ge-
nigend klein, angeben.

Die Familien ft findet man im Anhang A.5.
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aufgrund der Resultate von Laufer sind noch diejenigen
- vereinfachungen von f € Xxcm?(3) zu bestimmen, fir die
sich die Selbstschnittzahl des Fundamentalzykels der minimalen

aufldsung andert.

Die von Laufer durch Deformation der minimalen Auflosung
und anschlieBendem Niederblasen bewiesenen Vereinfachungen
fiir fe€ X ( wobei X eine der oben aufgefiihrten zwanzig

bimodularen Klassen ist) werden von uns vollstédndig mit

anderen Methoden kontrolliert. Insbesondere greifen wir nicht

auf die Aquivalenz der Aussagen X-—EL>Y und X-—EL>Y

in den von Laufer betraéhteten Fillen zurlck.
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11.2 Der Aufbau der Argumentation

zur LOsung unserer Aufgabe orientieren wir uns an den von
Brieskorn in [ Br 2 ] verwendeten Methoden:

X und Y seien wie in 1.3 definiert.

- Im Abschnitt 2.1 vergleichen wir die einfachen analytischen
Invarianten Korang, Multiplizitdt v und den Typ des Tangen-
tialkegels %(f) der Klassen und kdnnen so die Falle, in de-
nen eine Vereinfachung X —2>Y mdglich ist, bereits weitge-

hend einschréanken.

- Manchmal liefert die Betrachtung der Tjurinazahlen einfache
Argumente, um X —2>Y oder x—2>vy auszuschlieSen. Wir geben

hierfiir Beispiele in Abschnitt 2.2.

- Die Untersuchung der primitiven Einbettbarkeit von Milnor-
gittern liefert ein weiteres Kriterium, mit dem X 2>Y aus-

geschlossen werden kann.

- In den F&llen, in denen X-2>Y bzw. X -Z> Y nachzuweisen
ist oder mit den bisher genannten Methoden nicht ausgeschlo-
gen werden kann, wird fiir geeignete Reprasentanten feX in
einer transversalen Scheibe 7 : T-——>1ﬂ2(n) von f das
Stratum der teT mit 7(t)eY untersucht.

In den Abschnitten 2.3 und 2.4 dieses Kapitels skiz-

zieren wir flr die beiden zuletzt genannten Punkte den Argu-
mentationsweg. Wir verweisen dabei auf die zu verwendenden
Methoden, die in Kapitel IV dargestellt werden. Die fir die
konkreten Fialle dann noch auszufihrenden Rechnungen findet

man in Kapitel V.
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11.2.1 Eine grobe Strukturierung des Vereinfachungsverhaltens

2.1.1 Wir nehmen eine grobe Einteilung der uni- und bimodu-

laren Arnoldschen Klassen anhand ihrer Invarianten Korang,
v(f), und T(f) ( vergleiche I1.3.2) wie folgt vor:

E:Tyq, (r26); Ejpi Eygi Byyi J3 5 (120)5 Bygi Eigi Bygi

23Ty, (02407 2995 Bypi By3i 2y 3 (12005 2995 Zygi Zygi

. . L . 1 - # 1 e °

29 , 1 1,1 = 17" 718’
. . . . i . #* i . .
S : T3qr(q,r_>=4), Sy17 Syp7 Sl,i(1_>=o), Sl,i(l;l)' Sig7 Sq77

Viele Vereinfachungen zwischen diesen Gruppierungen las-

sen sich bereits aus elementaren Grinden ausschlieBen:

a) E, 2, W—~>0, S, U

(d.h. es kann keine Singularitat aus einer der unter E, Z
oder W genannten Klassen geben, die sich in eine unter Q,
S oder U genannte Klasse U -vereinfacht.)

Beweis: Der Korang ist halbstetig.

b) E—/4>72, W; 2 /> W

Beweis: Die zu E gehdrenden Kurvensingularitdten haben die Mul-
tiplizitdt 3, die zu Z und W gehorenden die Multiplizitat 4.
Die Multiplizit&t ist halbstetig nach oben, also folgt
E—/4~ 2, W.

Der Tangentialkegel einer zu Z gehodrenden Kurvensingularitéat
wird durch ein homogenes Polynom viertén Grades beschrieben,
das mindestens eine einfache Nullstelle in Pl(C) besitzt. Die
entsprechenden Polynome fir W haben aber nur mehrfache Null-
stellen in Pl(C). Es folgt: Z2 —/~ W.




c) Q —#>8S,U;: S >0

Beweis: Der Tangentialkegel einer zu Q, S oder U gehOrenden
Fldchensingularitadat ist der Kegel liber einer kubischen Kurve
in PZ(C) ohne mehrfache Komponenten., Deren Verhalten unter

kleinen Storungen erfaBt das folgende Diagramm:

M —— <

! | LN
A o — X o<

d)Q_7L>ZIW

Beweis: Seil g61ﬂ2(3) eine zu Z oder W gehdrende Fldchensingu-
larit&t. Da v(g) =4, folgt

4

g(x,y,z)~ zzmod7n(3).

R
Der kubische Anteil der Taylorentwicklung von g ist also ein
reduzibles Polynom,

Der'kubische Anteil der Taylorentwicklung einer Flachensingu-
laritdt aus der Gruppierung Q ist aber irreduzibel, bleibt

also auch unter kleinen Storungen irreduzibel.

Satz:

Das folgende Diagramm (D) veranschaulicht die noch verblei-
benden Mdglichkeiten fir Vereinfachungen zwischen den ver-

schiedenen Gruppierungen bis auf Transitivitat.

U—>5S —>29Q

N

—> 72 —> E

(D)

S <—W

Wir werden im folgenden Vereinfachungen, das Verhalten
von Invarianten usw. nur noch zwischen solchen uni- und bimo-
dularen Klassen untersuchen, die den durch das Diagramm (D)
beschriebenen notwendigen Bedingungen fur Vereinfachungen ge-

nigen.




- 104 -

2.1.2 Es seien X, Yi (1 <i<e) Arnoldsche Klassen mit

(*) vy <>y

7 \ 4
2{ l-l—éocc—%y

1
Ferner sei &, eine natirliche zahl mit & >g2,2>1.

Wir werden in unseren Argumentationen stillschweigend die
folgenden Transitivitdtsargumente benutzen:

x>y => XSy, fir ig»

o 7
(<]
x—v—eyl => x—"—wi fir i<eo,,
o
nicht (x <>y ) => nicht (x-2>v,) fir i21,,
o]
nicht (X %>y, ) => nicht (X—2>v.) fir 121,

o

Flir die Konstruktion der Vereinfachungsketten (*) be-
nutzen wir
a) die Ergebnisse aus [ Br 2 ] liber die Vereinfachungen der
unimodularen Singularité&ten,
b) die folgenden, leicht zu beweisenden Vereinfachungen, die

bereits in [ Ar 3 ] angegeben sind:

J3,i+l - J3,i(iuio); Zl,i+1 BLAEN Zl,i(i=io)7
Q,i+1 - Q) ; (120);

Wi ge1 =Wy 3 (32005 W) o) = W) o (i21);
w:‘;f,l_V—L;W]_,o"

S1,i41 > 8,3 (12005 8T ;) —F> 87 L (i21);
Sj,ljésl,o;

U1,i+1 - Up,; (120);

c) einige von uns bewiesene Ergebnisse.
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11.2.2 Argumentationen mit der Tjurinazahl

2.2.1 Die Tjurinazahl ist ebenso wie die Milnorzahl ober-

halbstetig. FuUr die Untersuchung minimaler K - transversaler
Scheiben kann man diese Aussage verschdrfen. Der folgende
Satz ist eine einfache Folgerung aus der Offenheit der
Versalitdt und des Dimensionssatzes filir transversale Scheiben
(siehe I.2.3.1).

Satz:

Es seil fé'ﬂg(n) eine isolierte Singularitdt mit Tjurinazahl
t(f) und 7: T———%*ﬂg(n) eine minimale K - transversale
Scheibe fir f. Ferner sei y: (C,0) —=> (T,0) ein holomorpher
Abbildungskeim mit den Eigenschaften

(i) ~y(z)#0 fir z#O

(ii) 7(Y(zl)) “x 7(Y(z2)) fir z,,2,7#0.
Dann gilt fir z #0
(7 (vy(z))) < w(f) . 0

Bemerkungen:

(i) Wir werden diesen Satz in Kapitel III anwenden, um

H = .
Sl,l———éE14 zu widerlegen.
(ii1) Aus dem Satz folgt sofort, daB sich z.B. ein féjT2 37
nicht in ein g éTé 36 kontaktvereinfachen kann.
2.2.2 Wir haben vier F&lle gefunden, in denen X—ji—>Y,
aber nicht X—lz;>Y gilt. Es sind dies
3 3
Wy ,07 E1g 51,07 ~E13
U ~§£>T U —§i>z
1,0 239 1,0 13

In Kapitel V werden wir durch eine Analyse der Gleichun-
gen diejenigen f € X bestimmen, fir die f-—TféY gilt. Wir

kdnnen aber bereits jetzt durch eine Betrachtung der Tjurina-

\
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zahl beweisen:

Satz:

In den vier oben aufgefiihrten F&llen ist X-:z;>Y' nicht

moglich.

Bewels:

Wir zeigen, daR Wl,O'JYL>El4 nicht moglich ist. Die anderen
Félle folgen analog.

Wir erinnern zunédchst, daR El4 in zwei Kontaktorrtits mit

Tjurinazahl 14 bzw. 13 zerf&dllt. Jede Singularité&t aus dem
Kontaktorbit mit Tjurinazahl 14 kontaktvereinfacht sich in
die Singularitdten aus dem Kontaktorbit mit Tjurinazahl 13
(vgl I.3.4).

‘ 4
Nehmen wir an, daB W —_—_—=

1,0 14

alle Wl,O'_ Singularitaten in die El4

Tjurinazahl 13 kontaktvereinfachen. Dies fiihrt zu einem

gilt. Dann folgt, daB sich

- Singularit&ten mit

Widerspruch:

— 5 . .. .
Es sei 7: @l ———9‘ﬂ%(n) eine minimale R - transversale Scheibe
fir ein féWl 0" Wir kOnnen ein Gebiet OéEGcZCEl3 so wahlen,
7

das fir alle t&£G gilt:
(1) 7(t) ist hdochstens zweimodular

(ii) Die induzierte Scheibe Tt (siehe I.2.3.1) ist

R - transversale Scheibe fir 7(t),
(iii) $(15):= {t &G | u(7(t)) =15}<G 1ist analytisch
und es 1ist

£(15) = {tec | T(t)ew,

ol

Nach I.2.5 ist dim (Z(15),0) = m(f) = 2.

Wir werden zeigen:

Es existieren analytische Mengen OE€BCACG mit
(*) dim B < dim A und

A-B = {tec | T(£)EE,, und t(7(t)) = 13}.

Aus der Offenheit der Versalitat folgt dann
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:(15)C A-B und deshalb :(15) < B,
also
dim A > dim z(15) 2 2

Folglich existiert ein tOeEA-B mit dim (A,to) > 2.
Da andererseits fir alle t, t'€ A-B

I(t) ~_ 7(t")

K
gilt, ergibt sich mit Eigenschaft (ii) und dem Dimensionssatz
aus I1.2.3.1:

Fir jedes t€A-B ist

dim (A,t) = 15-1(7(t)) = 2.

Bewels von (*):

Aus (1) und dem Satz aus I.2.4.1 folgt:

Es existieren analytische Mengen B'CA'C G mit
A'-B' = {teaG | /(t)C—.El4}.

Es sei
B'':= {t&A' | t(7(t)) > 13} .

Dann ist

A'-(BUB''") = {teag | T(t)EEy, und T(7(t)) = 13}.

Wir zerlegen A' in irreduzible analytische Mengen Aé, je J.
Es sei
7%= {3¢a] Aj'.qL_B'UB"}.
Es ist Jj'# @, weil nach Annahme O Haufungspunkt von
A'-(B'U B'') ist.
Es sei A die Vereinigung der Aj mit jé\J* und B:= AN (B'UB'"').

Aus der Konstruktion von A und B sowie dem Identitdtssatz fir

irreduzible analytische Mengen folgt

dim B < dim A.
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I11.2.3 Die Untersuchung der topologischen Invarianten und der

Spektren

Im folgendenden bezeichnen wir mit X,Y stets uni- oder
bimodulare Arnoldsche Klassen. Der Einfachheit halber seien
X,Yem (3) . Mit L(X) bezeichnen wir die Isomorphieklasse des
Milnorgitters, mit £ *(X) die Menge der Dynkindiagramme zu
ausgezeichneten Basen und mit Spec(X) das Spektrum einer Sin-
gularitat feX. Diese Definitionen sind unabh&ncig vom
gewahlten f X,

In I.4 haben wir jeder Arnoldschen Klasse X der Modula-
ritdt eins oder zwei; eine spezielle Menge D (X)<LD*(X) von
Dynkindiagrammen zu ausgezeichneten Basen und eine spezielle

Menge DS(X) von Dynkindiagrammen zu schwach auscezeichneten

Basen zugeordnet, Wir definieren jetzt die folgenden Relati-

onen:

L(Y)—/— L(X) :<=>
Das Milnorgitter einer Singularitat aus Y 1lagt sich

primitiv in das Milnorgitter einer Singularitdt aus

X einbetten.

Spec(X) —> Spec(Y) :<=>

Das Spektrum einer Singularitdat aus X vereinfacht

sich in das Spektrum einer Singularitdt aus Y.

DY) 2D(X) <=>
Es existiert eine Kette Y==Yl,...,Yk==X uni- oder
bimodularer Klassen, so daB fur jedes 3j,1<J<k-1,
ein Dynkindiagramm aus Q(Yj) existiert, das ohne

Berlicksichtigung der Bewertung Teilgraph eines Dia-

l) ist.

grammes aus oD(Yj+
DS(Y);SODS(X):<=>
Es existiert eine Kette uni- oder bimodularer Klas-

g sen Y:=Yl,...,Yk==X, so daB fir 1<j<k-1 gilt:

(1) Yj’ Yj+l genligen den durch das Diagramm (D)
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in II.2.1.1 beschriebenen notwendigen Bedingungen
fiir die Existenz einer Vereinfachung Yj+l-iL>Yj.
(ii) In Ig(Yj) existiert ein Diagramm, das Teil-

graph eines Diagrammes aus JDS(Y ) ist.

j+1
Die Relationen sind transitiv. Die Dynkindiagramme aus

den Mengen LD(Y) zu ausgezeichneten Basen verhalten sich unter

Einbettungen wie im Diagramm (D) aus II.2.1.1 beschrieben.

Es gilt deshalb fir uni- oder bimodulare Klassen X,Y:
D(Y) <D(X) => D (Y)< D_(X),

=S S

oDS(Y);SoOS(X)=> L(Y) —> L(X) .

In I.4.10haben wir gezeigt:

Satz:

Sind X,Y uni- oder bimodulare Singularitdtenklassen und gilt
X—=2>Y, so 138t sich jedes Dynkindiagramm aus £*(Y) zu einem
Dynkindiagramm aus D*(X) ergdnzen. Insbesondere gilt
L(Y) —> L(X) .

Die primitive Einbettbarkeit der Milnorgitter ist also
eine notwendige Bedingung flr die Existenz einer Vereinfa-
chung. Aus heuristischen Grinden und da die notwendigen Rech-
nungen einfach sind, fihren wir die Untersuchung in einem et-

was erweitertem Rahmen durch:

Es sei X eine der vierzehn bimodularen exzeptionellen

Klassen oder eine der Klassen

und Y eine von X verschiedene uni- oder bimodulare Klasse, sO

daB X,Y den durch das Diagramm (D) in 2.1.1 beschriebenen

notwendigen Bedingungen fir die Existenz einer Vereinfachung

X—=>Y geniigen.
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Wir untersuchen, welche der folgenden Relationen gelten:
Spec(X) —> Spec(Y) , L(Y) —L(X),

Jé(y)iSZJ(xL DY) <D(X) .

s
Die Ergebnisse sind in den Tabellen im Anhang A.4 zusammen-
gefaBt. Im Kapitel III vergleichen wir die Relation X -—=>Y
mit den Relationen Spec(X)—>Spec(Y) und D(Y) <2D(X) .

Bemerkungen:

(i) Wir untersuchen die Spektren, um die Vermutung von Ar-
nold ( siehe 1I.4.2 ) zu Uberprifen. Die Spektren fin-
det man in der Tabelle im Anhang A.8 . Die Untersuchung
der Vereinfachungen der Spektren wurde mit einem Compu-

ter durchgefiihrt.

(ii) Wir untersuchen die Relation D (Y) <D(X) , um das Einbet-
tungsverhalten der speziellen, von Gabrielov und Ebeling
bestimmten Dynkindiagramme zu ausgezeichneten Basen mit
dem Vereinfachungsverhalten der Singularit&ten zu ver-
gleichen. Die Relation gab uns z.B. in den F&dllen

25>E —=>E und U ==

"1,0 147 51,0 13 1,0 - %13
tische Hinweise auf zu erwartende Vereinfachungen.

erste heuris-

(iii) Wir untersuchen Zé(Y)=§sZg(x)lediglich, weil dies den
Nachweis der primitiven Einbettbarkeit der Milnorgitter

auf besonders einfache Weise erlaubt.

V. V. Nikulin hat in seiner Arbeit [ Ni ] einen Algorithmus an-
gegeben, mit dem fir nichtentartete Milnorgitter in vielen
Fdllen {iber die Existenz einer primitiven Einbettung entschie-
den werden kann. Wir stellen diese Methode in Kapitel IV.1

dar und verallgemeinern sie auf den Fall, daB das einzubetten-
de Gitter einen eindimensionalen Kern hat. Die fir die Anwen-
dung dieser Technik notwendigen Informationen Uber die Mil-
norgitter - die Signatur und die Zerlegung der Diskriminanten-
form in irreduzible Komponenten - kdnnen wir in den von uns
betrachteten Fdllen leicht aus den Ergebnissen von Gabrielov

[ Ga 2] und Ebeling [ Eb 2] herleiten. Wir haben die Invari-

anten im Anhang A.6 zusammengefaBt.
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Die Fé&lle, in denen die von Nikulin entwickelte Technik
angewendet wird, um Uber die Existenz einer primitiven Ein-
bettung L(Y) —>L(X) 2zu entscheiden, sind in den Tabellen
in A.4 mit einem kleinem Punkt markiert. Die entsprechende
Rechnung findet man in V.1 ., Die Fdlle mit rgL(X)=rgL(Y)
wurden bereits in I.5.1 behandelt. Sie sind deshalb nicht

mit einem Punkt markiert.

II1.2.4 Zur Analyse der Gleichungen

2.4.1 Wir wollen nun unsere Argumente in denjenigen F&llen
skizzieren, in denen liber X—-2>Y bzw. X-Z>Y durch eine

Analyse der Gleichungen entschieden wird.

Es seil X eine exzeptionelle bimodulare Klasse oder eine
der Klassen J3,O’ Zl,O’ Q2,O’ wl,O' Sl,o oder Ullo,und Y sei
eine beliebige von X verschiedene uni- oder bimodulare Klasse.
Die. Singularitdten aus X werden bis auf Stabil - Aquivalenz
durch eine zweiparametrige Familie fao,a, semiquasihomogener
Funktionen in zwei oder drei Veradnderlichen beschrieben. Wir
konnen o.B.d.A. annehmen, daB die Funktionen aus X,Y die glei-
che Anzahl von Verédnderlichen wie die Familie f ' haben.

o 13,

Die mdglichen Gruppierungen E,Z,Q,W,S oder U, zu denen
Y gehOren kann, wenn eine Vereinfachung X —=2>v exXistiert,
wurde bereits in 2.1.1 eingeschrénkt. Innerhalb einer Grup-
pierung sind nur noch die Klassen Y mdglich, fir die
L(Y) —>L(X) gilt. Wir werden die in 2.1.2 aufgefiihrten Tran-

sitivitatsidberlegungen stillschweigend benutzen.

Die Analyse der Gleichungen besteht nun darin, fir geeig-
nete Singularitdten g einer Normalform £ eine transver-
sale Scheibe 7 : T——91n2(n) zu wahlen, die %ér%meter te T mit
7(t)eY durch algebraische Bedingungen zu beschreiben und zu
entscheiden, ob es einen holomorphen Weg y: (C,0) —> T mit

" v(0) =0, 7(y(z)eY flir z#+0 klein, gibt. y definiert dann
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eine einparametrige Familie Fo:= 7(y(z)) , wobeil Fo=9 und

FZeY fir z+0 klein.

Flir die quasihomogenen Funktionen einer Normalform von X
konnen wir solche Wege, falls sie existieren, explizit ange-
ben. Die zugehdrigen Funktionenfamilien sind im Anhang A.5
zusammengefaBt. Flr die nicht guasihomogenen Funktionen g aus
fao,a, verwenden wir im allgemeinen die in IV.2.2 und IV.2.3
dargestellten Argumente, um iUber die Existenz einer Verein-
fachung g-—iéY' zu entscheiden. Wir gehen hierauf in 2.4.4

und 2.4.5 noch weiter ein.

Die meisten Vereinfachungsrelationen des Typs XL>vy
folgen bis auf Transitivitdt aus den ebenfalls in A.> ange-

gebenen Familien. Die dort angegebene Liste umfaBt unter an-

derem die Fille X—<>y , flir die eine der folgenden Bedingun-

gen erfillt ist:

X W S oder U

1,0 51,0 1,0° Y beliebig

=J3 07 21,07 92,0"

X beliebig, Y # Tp qr

X,Y beide aus den Gruppierungen Q, S, U

X,Y beide aus den Gruppierungen Z, W
X,Y beide aus der Gruppierung E

Der Beweis der bis dahin noch nicht bewiesenen Vereinfachungs-
relationen des Typs nicht (Xx-2>v) sowie X-Z>Y und die Be-
stimmumg der feX mit f—>Y in den Fdllen, wo X—=>Y, aber

nicht X-<>Y gilt, erfolgt dann in Kapitel V.2 durch eine

Analyse der Gleichungen.

Wir gehen im weiteren auf einige technische Aspekte bei

der Analyse der Gleichungen ein.

2.4.2 Das Aufstellen algebraischer Bedingungen

Im folgenden seil 7:'T——9¢n2(h) eine transversale Schei-

be einer isolierten Singularitat fe¢n2(n). Y bezeichne eine
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uni- oder bimodulare Arnoldsche Klasse in «wz(n). Die Frage,
fir welche Parameter teT 7(t)eY gilt, fihrt auf algebraische
Bedingungen an die Parameter t . Beil der Bestimmung der alge-
braischen Bedingungen haben wir teilweise einen Computer be-
nutzt. Die eigentliche Schwierigkeit lag jedoch nicht in der
Herleitung solcher Bedingungen, sondern in der expliziten An-

gabe geeigneter Losungen te T flir diese Bedingungen.

Es sind drei F&lle zu unterscheiden:

(i)  femd(2), Yem (2)

Die Arnoldsche Klasse Y wird durch das zugehdrige Sys-
tem der Multiplizitatensequenzen bestimmt. Wir be-
schreiben in 1IV,3.1 ein Verfahren fir die Auf-
stellung algebraischer Bedingungen anhand des Sys-
temes der Multiplizitd@tensequenzen.

(ii) fem>(3), Yem?(3) mit Korang (Y) = 2

Damit fir einen Parameter teT die Singularitdt 7(t)

den Korang zwei hat, muB der 2 -Jet von 7(t) die

Gestalt )2

l+—bx2+-cx3

mit (a,b,c) #0 haben. Dies liefert erste algebra-

(ax

ische Bedingungen,
Falls c¢c#0 wund 7(t) ein gquadratisches Polynom in

X ist, konnen wir durch Bildung der Diskriminante

vgn der Flachensingularitat zu einer Kurvensingulari-
tdt Ubergehen ( siehe 1V.3.2.1 ). Die weiteren alge-
braischen Bedingungen stellt man dann wieder anhand
des zugehorigen Systemes der Multiplizit&dtensequenzen

auf.

(1i1) fem>(3), Yem (3)
Wir haben in Kapitel V lediglich fir den Beweis von

nicht (Ul6——;3—>T3 38 ) eine Analyse der Gleichungen
durchzufihren. Unter Benutzung einiger Ergebnisse von
C. T. C. Wall ([ wWa ]) ( siehe IV.3.2 ) wird die Ana-

lyse auf ein Problem fir Kurvensingularit&dten zurlck-

gefihrt.
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pemerkung: Die Berechnung der stetigen Familien im Anhang A.5
flir die Falle X-<>Yy mit X,Y aus den Gruppieruncen Q oder S
wird mit den Ergebnissen von C. T. C. Wall ([ Wa |) auf die

Berechnung stetiger Familien entsprechender Kurvensingulari-

tdten zurickgefihrt.

2.4.3 In den Rechnungen in Kapitel V werden wir nur trans-

versale Scheiben fiir quasihomogene Singularitdten aus X bend-

tigen.

Sei also feX quasihomogen. In IV.2.1 beschreiben wir
die Konstruktion von transversalen Scheiben. Auf geeigneten

transversalen Scheiben 7 : T-——>1n2(n) fir £ ist eine C*-Ak-
tion erkldrt. Eigenschaften und Definition der C*-Aktion fin-

det man in IV.2.2 . Die C*-Aktion induziert eine Zerlegung
r=1 @01 .
Fiir die von uns betrachteten transversalen Scheiben ist stets

dimg, T° + dim, T7 =2 .
T hat die folgende nitzliche Eigenschaft:

Der C*-Orbit eines Punktes teT+-—{O} definiert einen holo-

morphen Weg +
y: C—>T mit v(0)=0, v(1)=¢t,

und /—(y(z))mK 7(t) fir z#$0.

Fiir teT - {0} gilt also: £=7(0) >T7(t) .

Die im Anhang A.5 angegebenen stetigen Familien flr die
guasihomogenen Singularitdten beschreiben stets solche C*-Or-

bits.

Die Untersuchung der algebraischen Bedingungen an die
Parameter teT, fir die 7(t) einer vorgegebenen Singulari-
tidtenklasse Y angehdrt, vereinfacht sich, wenn man zusatzlich
teT+ fordert. Um moglichst einfache Losungen teT+ fir die
algebraischen Bedingungen angeben zu konnen, verwenden wir

transversale Scheiben, die nicht minimal sind.
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2.4.4 Vereinfachungen fir die exzeptionellen bimodularen

Klassen

Es sei X eine der 14 exzeptionellen bimodularen Arnold-
schen Klassen. X wird durch eine Normalform ( siehe Anhang
A.l ) der Gestalt

faolal= f+a,v,+a,v, (a,,a,eC)
beschrieben, wobei f quasihomogen ist und Vv, Monome

sind. FlUr die quasihomogenen Grade d,d,,d4, von f,v,,v, gilt:
d<d, <d, .

Die von uns gewdhlte transversale Scheibe 7 flr f 1ist von
der Gestalt

7:7=c" —>m?(n)
_ r-2
r(t) = f+—tr_lw0-+trwl~+i£l t.og

wobei die o Monome mit einem kleineren guasihomogenen Grad
als d sind.

Es ist dann

T ={teT|t _,=t =0},
™=0,
T‘={teT|ti=o fir l<i<r-2}.

Nach I.3.4 ist

fao,almel,O fir a, *#0
und
fO,al vk fo,l fir a, #0.
Deshalb gilt f_7(>fo,l und f0,1_7Z>fl,O .

Flir eine Arnoldsche Klasse Y gilt deswegen
X35>y <=> £,

XI5y <=> f+-¢U—H>Y,

Bei der Analyse der Gleichungen in Kapitel V werden wir
zundchst f-7r>Y' bzw. f—ﬁr>Y beweisen.
f'jj>Y wird durch Bestimmung eines geeigneten teTﬁ' bewiesen.
Gilt dann f—i€>Y, so konnen wir f-rwo-7T>Y mit einem Dimen-
sionsargument aus der Untersuchung der Losungen der algebra-
ischen Bedingungen an die Parameter te T, flr die 7(t) zur
Klasse Y gehort, folgern. Hierzu benutzen wir Satz 5 und
Satz 6 aus 1IV.2.2 "C*-Aktion".
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In den von uns untersuchten Fdllen gilt deshalb:

X5y c=> x>y .

f-ﬁI>Y beweisen wir auf eine der folgenden Arten:

a) Wir wenden ein Resultat von Wirthmiller ( siehe 1IV.2.3)
an. Es genligt dann zu zeigen, daB O kein H3ufungspunkt
von Q(Y)nT' ist. Dabei ist:

Q(Y) :={teT | 7(t)e¥Y} und T' :={teT ] tr‘—‘O} .

b) Gilt fir die Milnorzahlen p(f)> p(Y), so besagt Satz 3
aus IV.2.2 "C*-Aktion":

£ Y => JteT - {0} : T(t) —>Y

Die von uns betrachteten minimalen transversalen Scheiben
haben die Eigenschaft

W(7(t) <u(f) fir teT! - (0} .

Wissen wir z.B. aus der Untersuchung der Milnorgitter, daB
es keine Klasse Y' #X mit f-7I>Y“ und Y'—3>v geben kann,
so folgt +

f——u——>Y => TnQ(_Y)#Q?,

. . . + .
Der Bewels wird so auf die Untersuchung von T reduziert.,

Bemerkung: FUr 817 verwenden wir in Kapitel V nicht die von
Arnold angegebene Normalform aus Anhang A.l , sondern eine
aquivalente Familie, die ebenfalls die in diesem Abschnitt

beschriebenen Eigenschaften hat.

2.4.5 Vereinfachungen flr die Klassen J

By ,005;,0-80d Uy 4

Z

3,021,085 oL

Es sei X eine dieser sechs Klassen. X besitzt eine Nor-
malform der Gestalt
fao,a, =f+a,v, +a,v,,
wobei a,eC, a,e HeC und C-H endlich ist. f ist quasiho-
mogen, V,,¥, sind Monome, Flr die quasihomogenen Grade d,d,,

d, von f,v,,v, gilt:
d=d,<d,.
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Fir den folgenden Satz legen wir die im Anhang A.l1 an-
gegeben Normalformen zugrunde; in der Analyse der Gleichun-

gen verwenden wir im Fall X =8 die in V.2.5.1 hergelei-

1,0
tete Familie,

satz:

Das U - Vereinfachungsverhalten von fa a. ! a,e H, 1st unab-
o /™

hdngig vom Parameter a, .

Beweis:

Das Resultat folgt aus dem in 1IV.2.3.1 angegebenen Resultat
von Wirthmiller. Unter Ausnutzung cder durch die quasihomogene
Gewichtung induzierten Filtrierung verifiziert man leicht die

Bedingung
vt g O

Es genligt also, das u - Vereinfachungsverhalten fir die
guasihomogenen Funktionen einer Normalform zu untersuchen.

Flir die Klassen J beweisen wir samtliche

3,0" 21,0 U9 Qo
Vereinfachungsergebnisse ohne Analyse der Gleichungen,

In der Analyse der Gleichungen flr die guasihomogenen

Funktionen fao,o aus den Klassen wl,O’ Sl,o und Ul,O ver-
wenden wir transversale Scheiben
7 :7=¢f —> m?(n)
aO
mit r-2
/agt):=f-+(a0~+tr_l)¢u-+trwl-+i£l ti¢i’

Dabei sind die ¢ Monome mit einem kleineren quasihomogenen
Grad als d, und 7a ist fir alle a,e H eine transversale
Scheibe filr f

a,,0’

Es ist +
T ={teTlt =t =0},
TO={teT!tj=O flir j+r-1}),

-
"

{teT Itj==O fur Jj#+r} .

Die Monome werden so gewahlt, daB wir uns fir a,€H

nach Wirthmiller ( siehe 1IV.2.3.2 ) zur Untersuchung der
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u - Vereinfachungen von f£ auf die Untersuchung von ’T+@ 7°

a,,0

fir 7a beschré&nken kodnnen.
0

Wir konnen ao+tr-_l Zu einem neuen Parameter &, zusam-
menfassen.

Es sei _ +
H(Y) = {&,¢ H | Iqg (T )nY 3@}

0

fiir eine uni- oder bimodulare Klasse Y.

Dann gilt aufgrund der Eigenschaften von T+:

fao,o'7T9Y &> a,e H(Y) ,

wobei (Y) den topologischen AbschluB von H(Y) in H be-
zeichne.

Insbesondere gilt:
X—<>Yy <=> H(Y) =H,

X—3I>y <=> H(Y)+¢& .
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KAPITEL III - ERGEBNISSE

In Arnolds Klassifikation der bimodularen Hyverfl&chen-
singularitdten gibt es genau 20 Klassen, die quasihomogene
Funktionskeime enthalten. Sie gliedern sich in 14 exzeptio-

3,0° 21,0, 92,0" V1,0
Das Vereinfachungsverhalten der Funktionskeime

nelle Klassen sowie in die 6 Klassen J
Sl,O und Ul,O'
dieser Klassen bei Vereinfachung in die uni- und bimodularen
Klassen wird durch die beiden folgenden Theoreme vollsté&ndig
beschrieben. Wir legen dabei flir die Klassen die Normalformen

aus der Tabelle im Anhang A.l zugrunde.

Flir Klassen X,YCDﬂ%(n) aus Arnolds Klassifikation hatten

wir in Kapitel II definiert

X—L,Y ey fir alle fE€X gllt f—'ﬁy
X—E—éY > es exlstiert ein fE€X mit f—u—éY

Theorem 1

Samtliche Funktionskeime einer exzeptionellen bimodularen
Klasse X aus Arnolds Liste besitzen bezliglich p - Vereinfachung
in eine vorgegebene uni- oder bimodulare Klasse dasselbe Ver-
eingachungsverhalten, das heiBft die Aussagen X—:EL>Y und

X—=>Y sind dquivalent. Die Vereinfachungen werden durch die

Tabelle im Anhang A.2 beschrieben.

Die Normalformen flir die Klassen J W

und U

3,00 21,00 92,0" V1,0’

Sl,O 1,0 sind zwelparametrige Familien fao’al' Diese

Familien zerfallen beziliglich Kontaktdquivalenz in die Familien
und f4

faO/O orl”

Die Funktionskeime fao o
[0} I

keime faorl ist die Differenz zwischen Milnor- und Tjurinazahl

sind quasihomogen. Fir die Funktions-

eins.
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Theorem 2

(1) Das p - Vereinfachungsverhalten der Funktionskeime fa -
.o . . OI l
fur die Klassen J3,O' Zl,O' QZ,O’ Wl,O' Sl,O und Ul,o
ist unabhangig vom Parameter aq-
(1i) Fir die bimodularen Klassen X = J3,O' leo, QZ,O’ Wl,o
S , U und die uni- und bimodularen Klassen Y
1,0 1,0

=

werden die moglichen Vereinfachungen X ——>Y und
X-;zléY durch die Tabelle im Anhang A.2 beschrieben.
Es gibt genau vier F&dlle, in denen X——ii>Y, aber nicht
X—QZL>Y gilt. Es sind dies die Falle (X,Y) =

(W) orEyg) 7 (51 orEyg) 5 (U 0Ty 39) & (Uy 5rZy3)
(iii) Genauer gilt fir die Abhangigkeit des Vereinfachungs-
verhaltens der Funktionskeime fa a vom Parameter aO
in den vier Ausnahmefdllen S
Wy, o7=E14°
_ 4 6 2 3 2 4 : . 2
fao’al.— X" +y +tagx'y +axy’, agraq € C mit ao;f4
fa ,a ~TT>E14 (e ao= 0]
o'"1
S —jiéE :
1,0 13°
_ 2 2 5 3 4 _ . 2
fao’al’_ X z+yz +vy -+aoy z+—aly Z, ao,alc C mit a05£4
. 2_ 4
fa ,a u; B3 = 8~ 73
0o'"1
Es ist £, 4 ™R f—a -a
0'"1 o' "1
=
Uy, o7 —=T239 und Uy q—>2;5"
_ L3 2 3 3 4 )
ao’alh_ X+ Xz + Xy -faozy ta zy . ao,alezm mit
2
ao(ao+]J #0
f —>T = a2= z
agray d 239 0 3
fa a Zl3 = aé;: —%
o'%1 M
Es ist fa a '\,R f_ _
Ol 1 ao, al
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Es gibt also Familien von guasihomogenen Funktionskeimen,
deren Verhalten unter p - Vereinfachung vom guasihomogenen
Modulparameter abh&ngt. Dies war unseres Wissens bis Jetzt
noch nicht bekannt und verallgemeinert das folgende Beispiel

von Pham ([Ph], zitiert nach [Be], 2.11):

Pham betrachtete die quasihomogene Familie

_ .3 9 6 . 3,
g, = X +ty” +agxy €J mit aOECE, 4ao# 27

0 3,0

und zeigte:

Genau fir ao==O existiert in jedem Reprédsentanten einer semi-
. . -1 . :

universellen Deformation von (ga (0),0) eine Faser, die

sowohl eine E6 als auch eine E8-pSingularitét besitzt.

Nach Theorem 1 ist das Verhalten der bimodularen exzep-
tionellen Singularitdten bei p - Vereinfachung in die uni- und
bimodularen Klassen unabh&ngig vom Modulparameter. Untersucht
man Subordinationsprobleme, so tritt das von Pham beobachtete
Phinomen auch bei den bimodularen exzeptionellen Klassen auf.
Das folgende Beispiel haben wir der Arbeit von K. Wirthmiller

([wi], 4.6) entnommen:

Eine Normalform fur El8 ist

hao'al:: x3+-ylo+-aoxy7+-alxy8 ' ao,alé.G
Genau fir ag = O existiert in jéﬁfm Repré&sentanten einer semi-
universellen Deformation von (ha . a (0),0) eine Faser, die
zwel E, - Singularitéaten besitzt.o 1

8

Sadmtliche in den Theoremen 1 und 2 behaupteten Aussagen
des Typs X——i—éY und fast alle Aussagen der Gestalt X—;§L>Y
werden bis auf Transitivitdt durch Angabe holomorpher
Familien ft mit foé_x, fté Y flir O <|tj<< 1 bewiesen.

Dabei sind insbesondere die Ausfihrungen in II1.2.1.2, 2.4.4

und 2.4.5 zu beachten. Die benutzten Familien sind im Anhang

A.5 zusammengefalit.
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Satz 3

Die in der Tabelle im Anhang A.5 aufgefiihrten Aussagen des

Typs X——EL>Y bzw. X——>Y folgen aus den jeweils dort ange-
gebenen Familien. Insbesondere folgen sdmtliche in den
Theoremen 1 und 2 behaupteten Vereinfachungen f——>yYy fir

=

guasihomogene bimodulare Funktionen f aus dieser Tabelle.

Jeder uni- oder bimodularen Singularitd@tenklasse Y aus

Arnolds Liste haben wir die Isomorphieklasse des Milnorgitters
L(Y), das Spektrum Spec (Y) sowie zwei spezielle Mengen ENY)
und ié(Y) von Dynkindiagrammen zugeordnet. Wir haben in

Kapitel II.2.3 die folgenden Relationen definiert:

L(Y) —> L(X) &

Das Milnorgitter einer Singularitdt aus Y 188t sich
primitiv in das Milnorgitter einer Singularitdt aus

X einbetten.

Spec(X) ——> Spec(Y) (s

Das Spektrum einer Singularitdt aus X vereinfacht sich

in das Spektrum einer Singularitdt aus Y.

Dy 2 Dxy =
Es existiert eine Kette Y = Yl""’Yk: X uni- oder
bimodularer Klassen, so daf flir jedes j, 12 3% k-1,

ein Dynkindiagramm aus ﬂ(Yj) existiert, das ohne

Bericksichtigung der Bewertung Teilgraph eines Dia-

grammes aus=@(Yj+l) ist.
< (e
Doy £ D)
Es existiert eine Kette Y = Y_.,...,Y, = X uni- oder

1 k
bimodularer Klassen, so daB fir 1 2j Zk-1 gilt:

(i) Yj'Yj+l genigen den durch das Diaramm (D) be-

schriebenen notwendigen Bedingungen fir die

Existenz einer Vereinfachung Yj+l-—;a>Yj'

(ii) In‘ES(Y.) existiert ein Diagramm, das Teilgraph

eines Diagrammes aus zg(Y ) ist.

j+1
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U—>S—>0

7>

W—>12Z

E

Die Untersuchung der primitiven Einbettbarkeit der
Milnorgitter, des Vereinfachungsverhaltens der Spektren sowie
die Untersuchung der Halbordnungen jé(Y) isﬂé(X) und
$(Y) 2 D(X) ergab folgendes Ergebnis:

Theorem 4

(1) Es sei X eine bimodulare exzeptionelle Klasse oder eine

der Klassen

J3,i’ Zl,l’ Q2,1 0214 Wl,i’ Sl,i 12123
< < <
Wl,i' Sl,l O0=1=3 Ul,l 0=1=22

und Y eine beliebige uni- oder bimodulare Klasse. Ferner
sollen X, Y den durch das Diagramm (D) beschriebenen
notwendigen Bedingungen fiir die Existenz einer Verein-
fachung X-—EL>Y genigen (vgl. II.2.1.1).

Die Relatiomen L(Y) —>1L(x), I (¥) < D (x),

DY) £ D(X) und Spec(X) ——>Spec(Y) werden durch die
Tabellen im Anhang A.4 beschrieben.

(ii) 1Ist X wie in (i) und Y eine beliebige uni- oder bimodu-
lare Klasse, flir die eZ(Y) hS QN)Q gilt, so geniigen
X, Y den durch das Diagramm (D) beschriebenen Bedingun-

3

gen flir die Existenz einer Vereinfachung X —=>Y.

Der Vergleich von Theorem 4 mit den Ergebnissen aus

Theorem 1 und 2 ergibt die beiden folgenden Korollare:

Korollar 5

Ist X eine bimodulare exzeptionelle Klasse oder eine der

Klassen J3,O’ Zl,O’ QZ,O’ Wl,o’ Sl,O’ Uy, o und Yy eine belie-

bige uni- oder bimodulare Klasse, so gilt

X

Y = Spec(X) ——> Spec(Y).




o
[I=N
|

[

Die Vermutung von Arnold (siehe I.4.2) ist deshalb in den von

uns untersuchten F&dllen richtig.

Korollar 6 (Kombinatorische Beschreibung der Vereinfachungs-

ergebnisse)

Es seien X, Y wie im vorangegangenen Korollar. Dann sind die

folgenden Ausssagen dquivalent:

E

(1) X Y

(ii) Es gilt D(y) < J(X), oder (X,Y) ist eines der Paare

(2179 Ta311) 7 (Zygr Ty 395) 7 (2190 Ty 5 93)

Q)5+ Ty 5q7)

(Wygr Tygqy) # (Mg Tyaqy)
(S167 Taa9) 7 (SygrTygg) 7 (S5, Ty g g)
(Uy,07Ta3g) 7 (U ogr Ty3y)
(Uygr To39) 7 (Uygr Ty yg) i (Upgr Byy) s

Bemerkung:

Die von Laufer bewiesenen Ergebnisse (siehe Anhang A.3) {ber
das Vereinfachungsverhalten der uni- und bimodularen Singula-
ritdten lassen sich ebenfalls kombinatorisch beschreiben.

Diese Beobachtung geht auf W. Ebeling [Eb 2] zurlick.

Satz:

Es seien X, Y beliebige uni- oder bimodulare Singularité&ten-
klassen. Die zu X, Y gehdrenden Fl&chensingularit&ten sollen
ferner minimale Aufldsungen mit gleicher Selbstschnittzahl des

Fundamentalzykels haben. Dann gilt

E

X—=>y <= D) < D(x)

E. Brieskorn ordnet in seiner Arbeit [Br 4] jeder isolier-
ten Singularitét f €4 (4k+3) ein Milnorgitter L zusammen mit
einer Menge Qg*ClL“(f) von ausgezeichneten Basen zu. Das Paar

(L, ") ist dabei bis auf Gitterisomorphie durch f eindeutig

bestimmt. Brieskorn definiert nun die folgende Halbordnung
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* * °
(Ly, B]) = (L), B)) &=
Es existiert eine primitive Gittereinbettung Ll-—-—>L2,
so daB sich jede Basis ausCBI zu einer Basis aus @Z

erganzen 1EBRt.

Es bezeichne <* die Menge der Dynkindiagramme (mit
Numerierung) zu den ausgezeichneten Basen aus &*. Die so
definierte Menge D* stimmt mit der von uns in I.4.1.6 defi-
nierten Menge {iiberein. Die Kenntnis von (L, B*) una O ist
dquivalent. Aus dem hierzu in [Br 4], Seite 157 gegebenen

Beweis folgt

* * —
(Ll,@l) (LZ,(Bz) e
Es existiert ein Dynkindiagramm aus ﬂ);, das sich zu einem

Diagramm aus‘@; ergédnzen 1&Bt.

Es sei X eine Klasse M - homotoper Funktionen mit isolier-
ter Singularitdt. Der Einfachkeit halber sei X<1402(4k+3).

Wir wdhlen ein f € X und definieren
D*(x) 1= D*(£)
(L, &%) (X) := (L, BY) (£)

Nach I.4.1.9 ist @V(X) und deshalb auch die Isomecrphieklasse
des Paares (L, B")(X) wohldefiniert.

Sind X, Y Singularitdtenklassen aus Arnolds Liste, so
gilt (siehe I.4.1.10)

3

X

Yy = (L, B*)(Y) = (L, B*)(X)

Die Untersuchung der einfachen und der unimodularen Singula-

ritdten filhrte Brieskorn zu der in [Br 4] aufgestellten
Vermutung:

X—3Y = (L, B*)(Y) « (L, B)(X)

Dabei ist X——>Y eine geeignete Vereinfachungsrelation

zwischen den Klassen X, Y aus Arnolds Klassifikation.

Das folgende Beispiel widerlegt jedoch diese Vermutung.
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Satz 7

(1) Keine Singularitdt aus s¥ H - vereinfacht sich in die

1,1
Klasse El4‘

(1i) Es existiert ein Dynkindiagramm aus @*(E ), das sich
Yy g

14
zu einem Diagramm aus 2*(ST21) erganzen 1&Bt.
14

Bemerkung:

(i) Die isolierten Hyperflachensingularitidten mit Milnor-
zahl £ 15 haben mit Ausnahme der Klasse Vl 0 die Modu-
larit&dt 0,1 oder 2 (Arnold [Ar 3]).

+

1,0 und 5,

aber verschiedene Diskriminante (Ebeling). Nach dem

Die Milnorgitter von V 1 haben gleichen Rang,
14

Beweis aus I.5.1 sind deshalb die Klassen El4 und S?:l

durch das Milnorgitter, also insbesondere durch die

Invarianten @*(El4) und Qﬁ(s? l) eindeutig bestimmt.

(ii) Es gilt nach Laufer (siehe Tabelle im Anhang A.3)
=+

Uy,2 7511

gramm aus 9*(E14) auch zu einem Diagramm aus

Deshalb 1&B8t sich das obige Dynkindia-
(U

* )
1,2
erganzen. Die Berechnung der Spektren ergibt

Spec(Ul,z)—vL>Spec(El4). e

Es ist uns nicht bekannt, ob Ul 2-———>E gilt.

14

Beweis von Satz 7

(1) 1Ist fé'Sfll, so gilt flr die Tjurinazahl (siehe I.3.4)

t(f) = p(f) -2 = 13

Ist gé’El so 1ist

4 14
1(g) = 13 oder =1(g) = 14

Die Kontaktdquivalenzklasse von g ist durch 1(g) bestimmt.

Mit der Halbstetigkeit der Tjurinazahl folgt dann aus den

Sdtzen in II1.2.2.1 und I.2.4.3 f—F+>g.
0!

(ii) Es sei (B die Menge der ausgezeichneten Baseh eines

Milnorgitters vom Rang k. Wir betrachten die wie folgt defi-

. . *
nierten Operationen Gpreceray 4 auf (3 (vgl. I.4.1.5)
.o e, b)),
allyree et IR ey sy ()00 k)
wobei 14 k-1, (&y,...,8,)€ 3" und
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s, (x) = x+<:x,A£>Ai

(a.),0

e e e, D A S . e oo
1’ 'Ti-1""4i+1" 7. i i+2'

i+1

Fir 1595k gilt:

Ist (Al,---,Ak)élB*, So existiert ein 4 mit
k!E)EQ*.

(*)

(Al,...,Aj_l,Aj+l,...,A

Flir den Beweis von (*) wendet man agl,...,aiil an.
Die beiden folgenden Dynkindiagramme zu ausgezeichneten Basen
fir E,, und S? 1 haben wir der Arbeit [Eb 3] von W. Ebeling

14

entnommen.

1
13
)
Eig
'R - - a
2 /14 12 11 10 9 8 6 5
4
3
%
511

*

Wendet man auf das Diagramm von Sl 1 die von Gy g induzier-

ten Transformationen an, so bewirken sie die Umnumerierung

St—> 3 ; 4 +——>5 ; 3——> 4

Aus (*) mit j =2, k=15 folgt dann die Behauptung.
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KAPITEL IV METHODEN
Iv.1 Primitive Einbettungen von Milnorgittern

Vereinfacht sich eine Singularitdt X in eine Singula-
ritét Y, so bettet das Milnorgitter von Y primitiv in das
Milnorgitter von X ein. Mittels der Theorie der Diskri-
minantenformen ganzzahliger gerader gquadratischer Formen
lapt sich in den von uns zu untersuchenden Fillen leicht
entscheiden, ob die Milnorgitter primitiv einbettbar sind.
Die Technik der Untersuchung von Gittern mit Hilfe ihrer
Diskriminantenformen wurde von C.T.C Wall und A. Durfee

entwickelt und von V.V, Nikulin [Ni] vervollkommnet.

Wir orientieren uns in diesem Kapitel hauptsichlich
an der Arbeit von Nikulin [Ni]. Wir stellen im ersten
Abschnitt einige grundlegende Begriffe und Eigenschaften
der Theorie der Gitter und Diskriminantenformen zusammen.
Die von Gabrielov und Ebeling gegebene Beschreibung der
Milnorgitter von Singularit&ten der Modularitit kleiner
oder gleich zwei benutzen wir im zweiten Abschnitt, um
die Diskriminantenformen dieser Gitter zu bestimmen. In
den Abschnitten 2 bis 6 wird die Methode, die primitive
Einbettbarkeit von Gittern mit Hilfe ihrer Diskriminanten-
formen und Signaturen zu untersuchen, entwickelt. Dies
wenden wir dann in Kapitel V.1 auf die von uns zu unter-
suchenden Falle an. Die Ergebnisse sind in den Tabellen

A.4 (Anhang) zusammengefaBt.
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IV.1.1 Ganzzahlige Gitter und Diskriminantenformen

1.1.1 Einige grundlegende Definitionen und Aussagen

aus der Theorie der geraden Gitter

Die in diesem Abschnitt verwendeten Begriffe und Sitze
finden sich z.B. in Lang [Lan] (Ch.XIV: Modul, Bilinearform),
van der Waerden [v.d.W] (§84: Modul, Elementarteilersatz) und
in Serre [Se] (Ch.II: p-adische Zahlen).

=/
C =
P pZ

ganze p-adische Zahlen

Bezeichnungen:

p:
QP: der Quotientenkdrper von ZP

Sei A im folgenden stets ein Integrit3tsbereich mit
char(A) #2 und k:=Quot(A) sein Quotientenkdrper.

Unter einem A-Gitter (S,b) vom Rang r verstehen wir stets
einen endlich erzeugten freien A-Modul S vom Rang r, ver-

sehen mit einer symmetrischen Bilinearform

b: §x8§ ——> A
Das Gitter (S,b) heiBt gerade, wenn gilt:
b(x,x) € 22 flir alle x €8
sei s":=Hom,(S,A), so heist
g 6: S —> S°  mit x —> b(x,-)
’ die zu b assoziierte Abbildung. Flir einen Untermodul H<S sei

H—L:={xeS| b(x,H) =01} und rad Ss:=st

das Radikal von S. (S,b) heiBt nicht ausgeartet, wenn det¢ #0

und nicht singul&@r, wenn deta»ezf. Nicht singulédre Gitter

E’ iber Z oder Zp heiBen unimodular.
. . .
Seien (ei)l;i;n bzw. (ei)kiiin Basen von S Uber A und
.= . ‘.= ' '. . . i
B: [b(ei’ej)]l;i,j;n bzw. B': [b(el,ej)]l;l’j;n die

Matrixdarstellungen der Bilinearform b beziliglich dieser
Basen. Ist L die Basis des Basiswechsels, so gilt:
det Lea* und B' =LBLY. Deshalb ist

| disk(S,b):= det B mod(a*)2,

die Diskriminante von (S,b), eine Gitterinvariante.

;il EE—
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Mit (s+,s“,so) bezeichnen wir die Signatur eines Z-Gitters
(S,b). Ist so==O, d.h. ist (S,b) nicht ausgeartet, so
schreiben wir kurz: (s+,s_).

L&Bt sich S als Modul in eine direkte Summe zerlegen

(d.h. S=5. @ S, ) und gilt: b(Sl, Sz) =0, so heigt

1
S;118, eine orthogonale Zerlegung von S,

1.1.2 Diskriminantenformen

Im folgenden orientieren wir uns an der Arbeit von
Nikulin [Ni]. Sei nun A =% (oder Zp) und (S,b) ein
nicht ausgeartetes Gitter mit Rang n und Basis (ei)l;i;n7
¢ sei die oben definierte assoziierte Abbildung. Dann

kommutiert folgendes Diagramm (k:=Quot(A) ):

+=
S — o s¥=gom. (S,A) — ™ S//
AT o (S)
lSJ: \[ls*"
-~ E3 -~
Se®k ¢®idk S ®k—Homk(S®k,k)

iS’ iS* sind die Einbettungen der Gitter in die zugehdrigen

)

Vektorrdume. Es sei (e¥) die zu (e

ill<i<n duale

i’1<izn

Basis von S¥, d.h.

el ( ej) =845 (1<i,j<n)

Ist B:= [b(ei'ej)]l;i,jin

gehOrige Matrix, so gilt:

die zu b beziliglich (ei)l;iin

)..¢(e.) (in S#Qk)

n - = I;.l
L
£ ij j

- v 3
m(ei) élBij ej , e.

J
Satz:

#
GS:= S//¢(S) ist fir A=2%Z eine endliche abelsche Gruppe

der Ordnung lGS | =1 disk (S,b) | und fir A= ZP’ eine end-

liche abelsche p-Gruppe der Ordnung pr, wenn gilt:
disk (S,b) = pr mod ZZ;'

Bewels: Sei rgS=n. Da ¢ injektiv ist, existieren nach

dem Elementarteilersatz Basen £ ,,fn von S, g von

llo- ll"'lgn
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=+ ; - ) \
S™ unad al,...,aneA\\K)} mit ¢(f;)=a;g, (l<i<n) und

disk (S,b) = det ¢ =al-...-anrmxiA*. Wir kdnnen annehmen,
dag fur A=2Z aiEIN und fur A=Zzp ai=pri mit r;eN gilt,
Also gilt:

.
IF

6= %/ o) ? iﬁ}l‘A/(ai)

Das bedeutet im Fall A=7Z:

n n n
~ 7z Z
G.= & // = & // =0 c
S i=1 (a;) 45 T
und im Fall A= Zp
n n n n
~ 7z Z
Ge = p// =& p// ri =@®c_ . (Jr.=r)
S o1 (a;) 45 Pt 2, T pfi 21}
O
Bemerkung: Sei S ein nicht ausgeartetes Z-Gitter.
i i = ist, wobei
Der Beweis des Satzes zeigt, daB GS®zzp (GS)p '
(C—S)p die p-Primdrkomponente der Gruppe GS bezeichne.

Unser Ziel ist nun, mittels der Bilinearform b auf

S die Gruppe GS mit einer zusdtzlichen Struktur zu ver-

sehen:

Definition:

Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Eine endliche sym-

metrische Bilinearform ist eine symmetrische Bilinearform

. (0]
b: GxG —> /Z

auf der endlichen Gruppe G. Eine endliche gquadratische Form

ist eine Abbildung

_ 0
q: G —> //22

mit folgenden Eigenschaften:

a) q(nx)==n2q(x) fir alle n eZ und flir alle xeG
b) qg(x+y)-g(x)-qg(y)=z2b(x,y)mod(2Z),
wobei b: GxG —> Q//Z eine endliche

E symmetrische Bilinearform ist., Sie heiZt die

Bilinearform zu g und ist durch die quadratische

Form eindeutig bestimmt.




Eine endliche guadratische Form heiBt nicht ausge-
artet, wenn b nicht ausgeartet ist; d.h.: ist b(x,y) =0
fir alle xe€G, so ist y-=0.

Orthogonalitat und direkte Summen werden fir endliche
quadratische Formen definiert wie bei Gittern.
Ist G= é; Ci als Summe zyklischer Gruppen gegeben und

1=1
sind el,...,er die kanonischen Erzeugenden, so kann eine
endliche quadratische Form auf G durch eine rationale r x r-
Matrix (bij)l;i,j;r mit q(ei)=a biimod(ZZ) und
b(ei,ej)=:bijmod(z) beschrieben werden.
O bezeichne die quadratische Form auf der trivialen Gruppe {O}.

Flir die endliche Gruppe GS soll nun eine endliche
quadratische Form konstruiert werden.,
Zu diesem Zweck setzen wir die Bilinearform b auf S ver-
moge der Einbettung ¢: S &—> ST zu einer symmetrischen

Bilinearform bg auf S¥><S# fort:

b:: ST xST — > k  (:=Quot(a))
Die Vertraglichkeitsbedingung bz ° ¢ =bS liefert dann:
#_ -1 _
B =B wenn B'_(bs(ei’ej))l;i,j;n und
# L # # # .
B --(bs(ei,ej))l;i,iin ist.

Nun definieren wir eine endliche symmetrische Bilinearform
bY: G.xG, —> k/ durch
s’ “s*%s I

5§(X-+S,y+-s):=b§(x,y)modA

und, wenn (S,b) ein gerades Gitter ist ( fir p#2 ist
jedes ZP;Gitter gerade ), eine endliche quadratische Form

k
qS : GS _— //2A durch

= L
dg (X+S).—-bS (x,x%x) mod 2A

Definition:

Ist (S,b) ein nicht ausgeartetes Gitter lber % bzw. Zp,

so heiBgt (G 5#) die Diskriminantenbilinearform von (S,b)

s’ s
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und, wenn (S,b) Uberdies ein gerades Gitter 1ist, ( GS’ ég)

die Diskriminantenform von (S,b).

Ist (S,b) ein gerades, aber ausgeartetes Gitter, so
bezeichnen wir mit ( GS’ ﬁg) die Diskriminantenform des
geraden, nicht ausgearteten Gitters (S/radsS, b).

Wir schreiben im folgenden, falls Verwechslungen aus-

geschlossen sind, fir B: bzw. 5; einfach b; bzw. q;'

oder auch bS bzw. dg und S statt (S,b).

Bemerkung:

a) Wenn S nicht ausgeartet ist, so ist (GS,bS)

eine nicht ausgeartete Bilinearform.

b) Ist S unimodular, so ist GS= {0}.

Im folgenden fassen wir die uns vornehmlich interessieren-
den Invarianten eines geraden Gitters S in dem Tupel

(s+,s_,so,qs) bzw., falls so==o ist, im Tupel (s+,s_,qs)

zusammen.,

1.1.3 Klassifikation der Diskriminantenformen

Als nachstes untersuchen wir die orthogonale Zerleg-
barkeit endlicher quadratischer Formen in irreduzible

Komponenten. Sei (G,g) eine endliche Form, G 1a@Bt sich

schreiben als direkte Summe ihrer p-Primdrkomponenten Gp
c= @ ¢

P prim
Dabei sind die Gruppen Gp direkte Summen von zyklischen

p

Gruppen, deren Ordnung eine Potenz von p ist.

Mit 2(G) bezeichnen wir die minimale Anzahl der Erzeu-

genden einer endlichen abelschen Gruppe G. Es gilt:

Q(G)==m%XQ(Gp)

Ebenso kann man Q//ZZ bzw. Q//Z 7 in Primd@rkomponenten

Q//Z = &) Q(pl/ bzw.

P prim

zerlegen:

_ i i« ‘
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Q/22z= /222EB P;éz 2o'f /2zz

pprim

wobei

Q(p):={ XxeQ | d keN, zeZ mit x=ik} ist.

p

Sei nun bp w=b| G und g Der Wert der endlichen

P p:_q|Gp
Form bp (qp) auf dem p-primdren Anteil von G liegt in
der p-Komponente von Q/ Z (Q/ 2 %). Deshalb gilt:

b= L b_ bzw. g= L ¢
pprim P pprim P
Bemerkung: Flir p#2 1ist qp bereits durch bD eindeutig

bestimmt.
Bereits friher war gezeigt worden, daB flir nicht ausge-

artete ganze Gitter S gilt:

Beachtet man dies und neben der Zerlegbarkeit endlicher

Formen in Primd@rkomponenten noch die Isomorphismen

)
p //ZZ = Qp//zp
2)

/ZZZ;Q2/22Z2 bzw. /22:%/2 (p>2)

so erhdlt man: b.= & b bzw.
S pprim S@ZZp
g.= @D q

Im folgenden betrachten wir nur noch gerade, nicht
ausgeartete Gitter und nicht ausgeartete quadratische
Formen. Flr quadratische Formen definiert man wie iblich
"irreduzible Formen" bezliglich der Zerlegbarkeit in ortho-
gonale Summanden. FlUr nicht ausgeartete quadratische For-
men (G,g) lassen sich die p-Primdrkomponenten (Gp,qp)
in irreduzible Komponenten zerlegen. Diese Zerlegung
ist im allgemeinen nicht eindeutig.

Wir definieren nun irreduzible quadratische Formen wpek,
!

uk und Vk' Dabei verwenden wir die Bezeichnungen aus [Br 3].




- 135 -

Definition:

(1) Es sei p#2 eine Primzahl, keN und ece{zl}.

€ . . . 7 .
wp,k ist die guadratische Form g auf //pk z mit

q(1l) = ap “mod(2m),

wobei a die kleinste positive ganze, gerade Zahl
ist, die im Fall e =1 ein quadratischer Rest bzw,

im Fall e=-1 kein quadratischer Rest modulo p ist.

(ii) Flr ¢ =+1 ist w.®. die quadratische Form g auf Z//
2,1 27

mit q(l)E-%nmd(2 Z).

Fir e e{#1,:5} und keN, k>2 ist w2€k die guadra-
r

. VA :
tische Form g auf //2kZ mit ;

g(l) = iimod(ZZ).

2
(iii) Auf Z// k@ Z// k (k>1) definieren wir zwei
27 27 -
Formen u und Vi durch die Angabe ihrer Matrizen
bezliglich der Standardbasen e, = (1,0) und e, = (O0,1).
Die Matrizen sind fir
[ ]
u, s 27K '
k-* 0
-k
Vk' 2
Die Werte dieser Formen flr xe,tye, sind also:
_ ~—k+1
uk(xel4-ye2): 2 xy mod(2%)
v (xe +ye,): 2_k+l(x2+-xy-+y2)mod(22)

Bemerkung ([Br 3]):

Es sei G = Z//pk 7 ! wobei peN eine Primzahl sei. Mit G~

bezeichnen wir die Erzeugenden von G. Dann gilt:




(ii)

(i1)

(iii)

- 136 -

Sei p#2. Ist g eine endliche, nicht ausgeartete
quadratische Form auf G, so induziert g nach Multi-

plikation mit pk eine Abbildung

7z
Q: G —> //pEZ

Q(G ist dann eine der beiden Nebenklassen von
Z/pzz *2 in(zz/pzz)*. Ist Qf = Zz/pzz ,

so ist q=:wp%k. Im anderen Fall ist q-—wp’ . Die

Entscheidung erfolgt durch Berechnung des Legendre -

Symbols (%), wobei sich a durch q(x)=-£kmod(2ﬂ)

flir einen Erzeuger xeg” bestimmt. b

Sei nun p=2. Jede nicht ausgeartete quadratische Form

, 0
0: G —> /2zz

induziert nach Multiplikation mit 2k eine Abbildung

Q0: G —= ZZ/“Z, falls k=1, und

0: G —> zz/“z, falls k> 1.

Es ist Q(G*) ein Element von ( Z//4 - )*= {1} bzw.

(ZZ/BZZ)*={

genau dann isomorph, wenn fir sie Q(G*) gleich ist.

1+

1,#5}. Zwel derartige Formen sind

Die nicht trivialen, nicht ausgearteten irreduziblen
guadratischen Formen sind bis auf Isomorphie die

Formen u,, v, und w_° (k>1, p prim, e € {z1}).

k" "k Pk
Jede nicht ausgeartete, endliche quadratische Form
ist isomorph zu einer orthogonalen direkten Summe

€
K7 vk und wp,k

Eine solche orthogonale direkte Summe ist im all-

der Formen u

gemeinen nicht eindeutig. Es bestehen folgende

Isomorphierelationen:

€ € ~ n n
w = 2
L A S A
b) u, |u, =v, |V




c) w2ikiw2?k5w§iklwgrjk

d) Vklwg?Q:WZiklw2fk—Lw2?k nze(4)
Up Lyl Byt Ly Lwy Ty nz-e(4)

e) Vkiw2ik+l£uk—‘—wgfk+l

£) Vk+l—|~w2ik§uk+llwgfk

9) wsziw2?k+1;w;in—lwgfﬂﬁe)

h) szklwz?mzzwgfkiw;?mz

Dabeli seien im Fall p=2 eundn fir k=1 aus CZ= {£1}

und fir k>1 aus Cg=={il,t5}. Alle Ausdrilicke r in wzrl
14
werden modulo 4 und in w.t (k>1) modulo 8 berechnet.

2,k

Es bezeichne (Qu,]) die Halbgruppe der nicht ausge-
arteten geraden Gitter, (qu,|) die Halbgruppe der nicht

ausgearteten Formen. Man hat einen Homomorphismus

g: (Qu,]) —— (qu,])

S — qS

Sei S€(Qu,]) mit Signatur (s+,s_). Wir definieren das

Signum von S (sign S) durch

sign: (Qu,1) —> (% /o +)

S ——> signS:=s_-5_(8)

sign 1ist ein Homomorphismus. Fir unimodulare Gitter gilt:
sign S = 0(8)

Es gilt nun folgender

Satz 2 (Nikulin [Ni], Th. 1.3.3):

Es gibt genau einen Homomorphismus (qu —> Z//8 ZZ), sodaB

das folgende Diagramm kommutiert:

: sign 7
Qu s //8 o

qu

—

Die so definierte Abbildung nennen wir ebenfalls sign.
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Satz 3 (Nikulin [Ni], Th. 1.11.3):

Es seien die zu gegebenen endlichen quadratischen Formen

9y, 9, gehorenden Bilinearformen isomorph. Dann gilt:

9, =49, <==> signg, zsignq2 (8)

Satz 4 (Nikulin [Ni], Th. 1.11.2%)

Flir das Signum einer nicht ausgearteten, irredu-

(221):

endlichen,
ziblen quadratischen Form gilt

. 1
51gnwp,2Q

. 1 :
signw o, =

p#2

0

. -1
signw

|
wm
|
e}

29-1 7

— o~

signw

Ui~
=

signw

Ul ~
[\
=

1

signw

N+ N+ NI+ O
~

m o

O

signu
e 2

i
YA
b

signv
E [}

In den folgenden Fdllen (vgl. Ebeling [Eb 2], Satz 2.2.2)
lassen sich die Diskriminantenformen von geraden Z-Gittern

allein aus den Invarianten Diskriminante und Signatur be-

stimmen:

Satz 5:

Es sei S ein nicht ausgeartetes, gerades Z-Gitter. Er-

flillt S eine der folgenden Bedingungen (p prim)

(1)
(ii)
(iii)

SO 1ist

|disk(S)|
|disk(S)|
|disk(S)|

1]

]

P
2p, p# 2
p2 und sign(S) £ 0(8)

4

(Gs,qs) eindeutig durch disk(S) und sign(S) bestimmt.
(Satz 5 folgt aus Satz 4). ‘

. :
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Iv.1.2 Die Invarianten (s+,s_,so,q) eines Milnorgitters

Sei X eine Klasse p-homotoper isolierter Hyperfldchen-
singularitdten. Wir bezeichnen mit L(X) das zugehoOrige
Milnorgitter, mit (s+,s_,so) dessen Signatur. Da L(X)
gerade ist, ist die Diskriminantenform q, von L(X) /rad L(X)

wohldefiniert.

Satz ([Ni], Th. 2.2.2):

Ein Milnorgitter L(X) ist durch seine Invarianten (S+’S—’So’qx)

eindeutig bestimmt.

Ist das Milnorgitter L(X) nicht definit, so ist Jjedes
Gitter mit den Invarianten (s+,s~,so,qx) zu L(X) isomorph
(d.h. das Geschlecht von L(X) enth&lt nur eine Klasse, vgl. 1.3).

Fiir die Singularit&ten der Modularit&t hochstens zwel
sollen nun die Diskriminantenformen berechnet und flr niedrige
Milnorzahl in irreduzible Komponenten zerlegt werden. Die
Ergebnisse sind in den Tabellen des Anhangs A.6 enthalten.
Dabei verwenden wir Daten aus den Tabellen 3 und 4 in
[Eb2] (pp 484 und pp 492 ). In der Tabelle 3 finden wir
neben der Modularitdt und der Milnorzahl fir alle von
Arnold in [Ar 3) klassifizierten Singularitdten (mit Aus-
nahme der Serie V) die Invarianten S,/S, sowie die Dis-
kriminante ihrer Milnorgitter. Ferner werden dort die
Milnorgitter als orthogonale Summanden der folgenden
Gitter dargestellt:

- der negativ definiten Gitter Ak, Dk' Ek (Es ist nicht
iblich, die einfachen Singularitaten Ak’ Dk’ Ek und
ihre Milnorgitter in der Notation zu unterscheiden. ),

stu

- der in ([Eb 2], pp 473 ) definierten Gittern Mp(;f’

10
_ des eindimensionalen isotropen Gitters (0)=(2Z,(0)).

- der hyperbolischen Ebene U= (Z XZ, {O 1}),
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Erinnerung:

Wird ein Gitter (S,b) bezlglich einer Basis el,...,en
durch eine Matrix B:=(b(ei,ej)) beschrieben, so gilt:
n
e.= | (B 7)..0¢(e.) und
i =1 ij j
# # -1
b e/ = (B .
( J) ( )1]

Dabei bezeichne ¢: S —> S# die zu b assoziierte Abbildung.

~ k
Beweis: Ak hat das Dynkindiagramm
€1 <2 k-1 %

3 By Ple e ) =014 (1<j<k)
g=1
erhalten wir
k
S I (k+l-2) ¢(e ), also
1 1 [

e=1

_ -1 - _k+tl-g

Blz"(B )lg T T k¥l

Dies notieren wir im Dynkindiagramm wie folgt:
Durch ® markieren wir den Punkt des Basisvektors e

dessen Duales wir berechnet haben, und bewerten dle

Punkte des Graphen mit (B_l)iQ:
c e
.k k-1 k-2 2 1
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1

ef reprasentiert ein Element der Ordnung k+1 in GA , denn
fir rezm gilt: K

_ r
) <=> k+1

refe¢(A € 7.

kK

Da ldiskAkI==k+l,erzeugt e

* g IS =
1 dle Gruppe und es ist GA Ck+l‘
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"

. # _ ___k . 1
Mit b (el,el) (B )ll_ a1 folgt die Behauptung.
Dy (k>4):
/w—l fir k= 1(8) u fir k
2,2 - 1
5 .. B -1 -1 .
. w2,2 fuir k = 3(8) . w2,liw2,l fir k
“, 5 “p, "]
w2’2 fir k =z 5(8) vy fir k
1 .. ~ 1 1 .
w2,2 fir k = 7(8) Lw2,l—‘~w2,l fir k
Beweis:
€2
, ldisk Dkl =4,
€1
ez‘f wird durch den bewerteten Graphen
2-k
4 \\\\\\
2-k 3-k 1
k @/‘“z— =z -1 o)

beschrieben. Analoges gilt fir e?.

Fiir ke2N+ 1 folgt: e¥ erzeugt die Gruppe, also ist

1
_ . # o & #, _ kK
GDk—C4. Es ist b (el,el)-— Z -

s . . #* = #__FH#
Fir ke2IN folgt: €1r €5r €776, g'q)(Dk). Also erzeugen

€1

und e? die Gruppe GDk = C2®C2. Wir erhalten

Bemerkung: AuBer fUr k = 0(8) folgt das Ergebnis auch

sofort mit Satz5 aus 1.1.3.

U




.-l
Eg 9, T30
o1
B, 9, " 2,1
E q =0
8 E8
Beweis: Da IdiskE6|==3, |diskE7|==2 und IdiskE8h=l

ist und die Gitter negativ definit vom Rang 6, 7 bzw. 8

sind, folgt die Behauptung aus 1.1.3, satz 5.

O
Wy s (320): a, =9 iw3ll
’j l,j 9+j 4
Beweis: Nach [Eb 2], Korollar 1 und Tabelle 4 (pp 491)
gilt: L(wl j)==Mj_|_U, wobei M. ein Gitter mit Signatur
, .

(1,12+3) und der Diskriminante (—l)] 12 ist, das durch

das Diagramm

beschrieben wird. e’ wird durch den Graphen

1
_5+33 5
12 \ / 6
5433 _ 2437 104 7
_11+37 6 6 S 6
12

beschrieben.

# 3
Also erzeugen e und e M#/’M.. Es ist G =G =
1 2 J J wl 3 Mj
14
=C3€BG, wobei G eine Gruppe der Ordnung vier ist.
F oo F 4 % L33 9. _24] :
Aus b (3ek,3ek) = 4 "3 71 mod(2zZ), kell,2}
3* 4+ # ___Lé__g . 2-9473
und b (3el,3e2) z 2 73 ° 7 mod(2%)
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ersehen wir: g ist die Form auf G.
‘ D9+j 1
Aus Signaturgrinden folgt: way ist die Form auf C3. 0
4
Bemerkung: Nach dem Satz zu'Beginn dieses Abschnittes
hat L(wl j) also die orthogonale Zerlegung AZJ-DQ+j_LU_LU.
! <
s, . (3200:  ag Fay lwih
- 1,3 1o+ 7
Der Beweis erfolgt wie im Fall Wl 5 Es ist L(Sl j)==Mj_I_U,
r I
wobei Mj ein Gitter der Signatur (1,11+3j) mit Diskrimi-

nante (—l)j+l20 bezeichnet. Mj wird wieder durch ein Dyn-

. . , . . #
kindiagramm beschrieben. Dieses beschreibt ey v wenn man

2
5 10
‘ 10
SUE VA NS4
10 10 N\ 10
&
10

<

es wie folgt bewertet:

3457
10

|
[
(e o)
+
(2]
J.
®\/
(o]
|+
oju;m
.
S

3
10

Ferner ist

b¥(se¥,5e) . 22225 10 0q(2m) ketl,2)
k 2 4 4
b¥(5e¥,5e%) o - 10-22 3 . 22140%1) o5 (m)
1 2 4 4
O
Flir die Milnorgitter der unimodularen Serie Tpcqr und

der vierzehn exzeptionellen unimodularen Klassen

Spqr (zu dieser Bezeichnung vergleiche I.4.1.11) gilt:

LTpqr! "% qr (9

meqr)zqurlU

Dabei ist Qpq das Gitter, das durch den Graphen

r
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definiert wird. Es gilt: rng(;r::p+q+r—2 und

disk | = pgr-pg-pr-qgr.
I. Op g ! = PAr-PI-Pr-9
Fur Tripel (p,qg,r) mit
_];+_]L+.];<l
p g r
ist Q ein gerades, nicht ausgeartetes Gitter mit der

pgr
Signatur (1,p+g+r-3,0).

Flir die Tripel (p,g,r) mit

;L_+_l_+£: l,

P 9 r
also fiir (p,g,r)=1(2,3,6), (2,4,4) oder (3,3,3) ist
Qpqr ausgeartet und hat die Signatur (O,p+g+r-3,1).

Teilt man diese Formen durch ihren eindimensionalen Kern,
so erhdlt man nach Gabrielov [Ga 2] negativ definite

Formen Q mit
pgr

e

Q356

e

Qrag=5y

ne

Q3337 Eg

Daher gilt fir die parabolischen Tpc;r:

drp =0

W 1
2,1
w-l
3,1

1K

e

Im folgenden sei nun 1/p+1/g+1/r<1 und S::Qpcqr'
Zur Berechnung der Diskriminantenform dieser Qpqr
orientieren wir uns an der Arbeit [Br 3] von Brieskorn,

Zur Bestimmung eines Erzeugendensystems von GS:

FlUr ef hat der Graph die folgende Bewertung:
1 b
t 2b
T (g-1) b

O— ¥ S _—— - - - —, —————




- 145 -

wobeil a:=M b:=£ c:=4 und d:= [disk Q_ | .

d ! a’ d pPgr
Durch zyklische Vertauschung erh&lt man die Bewertungen
. #* #
fur e, und ej.
Die Schnittmatrix von eT, eg und e? ist also
gr-r-g-d r q
_l o - #  # *
D:= 3 r pr-p-r-d p [b (ei’ej)]l;i,j;3
q ' P pg-p-g-d

. i .
Behauptung: Die Nebenklassen von e# e, und e§ in GS er-

l’

zeugen GS.

Bewels: Sei C die Matrix

mit det(C) =d. Es gilt: D= ¢ moaz.

Nach dem Elementarteilersatz gibt es Cl’ C2€GL3(Z) mit
al 0 0
CloCoC2= 0 a2 0 '
(0] 0 a3
wobei al, a2, a3eiz, all a2 und azl a3. Ferner werden
die Ideale
_S_ '
(I | ai)ZZ’ (1;5;3)1
i=1

durch die sxs - Unterdeterminanten von C erzeugt.

Da ays 85, a3 modulo Z~ eindeutig bestimmt sind, folgt:

(al) 7 =(1) z = aj= 1 mod 7z

(al,az) 7 =(p,q,r) z = ((p,q,r)) 7 wobei (p,g,r):=

g9T( p,g,r) = a, E(p,q,r)modzz*

(4d) = 3 d mod zZ~

(ajraysa3) 5 = z 3°(p,q, 1)

Da D;C—l mod Z und d= |disk qurl erhalten wir:
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©s=%(p,q,0) ¥ a/(p,q, 1)
Insbesondere erzeugen die Nebenklassen von ef,e; und e?
die Gruppe GS' J

Aus dem Beweis folgt, daB GS bereits von zwel Elementen
SRS
Brieskorn hat ein auf dem Euklidischen Algorithmus be-

erzeugt wird.

ruhendes Verfahren entwickelt, mit dem sich die Werte
qS(fl), qs(fz) und bs(fl'f2) und damit die Diskriminanten-
form von S==Qpqr berechnen lassen. Dieses Verfahren wird
von Sauter in [Sa] dargestellt. Er gibt explizite Formeln
fiir die Zerlegung der Diskriminantenformen dieser Gitter
in irreduzible Komponenten an.

Einige Tpqr - Singularitdten sind in der Tabelle 3 in
[Eb 2] unter anderen Bezeichnungen aufgefihrt:

Die T bzw. - Singularit&ten werden auch als

231" T2ax T33¢
J2,i—’ Xl,i_ bzw. Ql,i—vSingularitéten bezeichnet (vgl.
[Ar 3],pp 30 ). '

Die Diskriminantenformen lassen sich in diesen F&llen aus
den in der Tabelle genannten orthogonalen Zerlegungen

der Milnorgitter bestimmen.

Die Diskriminantenformen der Milnorgitter der bimodu-
laren Klassen:
AuBer flr die bereits oben behandelten Serien Wl i und

14
kdnnen die Diskriminantenformen der bimodularen

S. .
Sééien ebenfalls aus Tabelle 3 in [Eb 2] ermittelt werden.
Ebeling ([Eb 2], Th.2.2 ff) hat bemerkt, daB die Milnor-
gitter aller exzeptioneller bimodularen Klassen auBer

517 bereits durch ihre Signatur und Diskriminante ein-
deutig bestimmt sind.

Dies folgt hier aus 1.4.3 und Satz 5 aus 1.1.3.

Insbesondere gilt:

Ay Ewglll%ll Iy EW711

l7 [ I 18 ’
9. Fuwis g, Fw.li it
Sig 17,1 Upg 5,1+ 75,1
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Wir erhalten die folgenden orthogonalen Zerleguncen der

Milnorgitter:
LW, 5)=A A, |Eg|U]U
LW, g) A [ Eg U] U.

Flr Sl7 lassen Diskriminante und Signatur nur

1 5 -1 1
W3,1_LW2,2 oder w3,lJ-w2,2

als Diskriminantenformen zu. In Abschnitt 1.7 zeigen wir:

ag  Fwl gw)’
Sl7 3,1-72,2"
Also gilt: L(Sl7)==A2.LD11.LU.LU-

Im Anhang geben wir die folgenden Ergebnisse an:

Tabelle 1 aus Anhang A.6 enthdlt die Invarianten (s+,s_,so,qx)
aller Singularitatenklassen der Modularitdt hochstens zwei
mit Ausnahme der Tpqr mit p<g<r, (p,g) #(2,3), (2,4), (3,3).
Die Klassen sind nach den in II.2.1 genannten Gruppierungen
geordnet.

In Tabelle 2 aus Anhang A.6 findet man fir k<16 die Diskri-
minantenformen der Ak in irreduzible Komponenten zerlegt,

Flir die nicht in Tabelle 1 aufgefiihrten Klassen Tpqr
enthélt Tabelle 3 im Anhang A.6 flir niedrige Milnorzahlen

Zerlegungen der Diskriminantenformen in irreduzible

Komponenten.
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Iv.1.3 Existenz und Eindeutigkeit gerader, nicht aus-

gearteter Gitter mit Invarianten (s+,s_,q)

1.3.1 P-adische Gitter

FUr die irreduziblen endlichen Formen uk, vk,w lassen

€
P,k
sich nicht ausgeartete, gerade p-adische Gitter, die diese

als Diskriminantenformen besitzen, wie folgt anceben (e=x1).:

Kiw ® ):i=(%z

p,k

k
R. € >~ v
D ( S )) falls wp =(cC Kt ( )), P/ oo

'k p pk
(p>2 flir k=1)

2,1 1
K2(w2fl) =(Z,, (10e))
o 2k
K(uk) = ( 22><22, ko )
[ ok+1 ok
K(Vk):=( ZZ’(Z2’ Jk Jk+1 ).

Sei (Gp,qp) eine nicht ausgeartete Form auf einer endlichen
abelschen p-Gruppe und

_ (1)
a %ﬁ a,
eine Zerlegung in irreduzible Komponenten., Dann ist
K= | K(q(l)]
i p

ein gerades, nicht ausgeartetes p-adisches Gitter vom Rang
Q(Gp) mit Diskriminantenform dp -
Wann héngt nun die Wahl dieses Gitters nicht von der vor-

gegebenen Zerlegung ab?

Theoreml ([Ni], Th.1.9.1 & Cor. 1.9.2):

(i) Sei p#2 oder p=2, dann aber wgll kein orthogo-
4

naler Summand von 9y d.h. keine Zerlegung von 9,
+1

in irreduzible Komponenten enthdlt Woly
14
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Dann gibt es bis auf Isomorphie genau ein gerades,
nicht ausgeartetes p-adisches Gitter vom Rang Q(Gp)
mit der Diskriminantenform qp.
+
(ii) wé 1 ist genau dann orthogonaler Summand von d9,, wenn
4
es 1rreduzible Komponente jeder Zerlegung von q, ist.

+
(iii) Falls will ein orthogonaler Summand von g, ist, so
14

2
gibt es bis auf Isomorphie genau zwei verschiedene
nicht ausgeartete 2-adische Gitter vom Rang Q(GZ)

mit der Diskriminantenform q,.

Definition:

Das in Theoreml, (i) genannte, eindeutig bestimmte p-adische

Gitter bezeichnen wir mit K(qp).

1.3.2 Zur Existenz von Z-Gittern

. Q . P -
Seien s+,s_e]No, g: G —> //ZZ eine nicht ausge

artete endliche Form, g = Eg'qp r 9p: Gp —_— Q//2E ihre

Zerlegung in Primd@rkomponenten.

Als unmittelbare Konsequenz der Hasse - Minkowski Klassi-
fikation nicht ausgearteter quadratischer R3ume Uber Q
erhalt Nikulin das

Theorem2 ([Ni], Th. 1.10.1):

Ein gerades, nicht ausgeartetes Z-Gitter mit den Invarian-
ten (s+,s_IQ) existiert genau dann, wenn die folgenden Be-
dingungen alle erfillt sind:

(i) s, -s_c=sign(g) mod8

(i1) s+-+s > 2(G)

(iii) Ist p# 2 und s++—s_:=2(Gp), SO gilt:
S . * |2
-1)"7 1 G| =disk K(g_) mod( zZ~ )
(-1) a9y ( D
+
(iv) Ist s, *s_=2(G,) und will kein orthogonaler Sum-
14

2

mand von d,5s SO gilt: | G| = disk K(qz) mod ( Z; )
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Bemerkung:

zum Nachweis der Eigenschaft (iii) des Theorems 2 ist es
flir groBe Primzahlen ginstig, mit den Legendre - Symbolen
(vgl. [Se], §3 ) zu rechnen. Ist eine endliche guadratische
Form g in irreduzible Komponenten zerlegt, so reduziert
Theorem 2 die Entscheidung, ob ein Gitter mit Invarianten
(s+,s_,q) existiert, auf die Durchflihrung Euklidischer
Algorithmen.

1.3.3 Eindeutigkeit von Z -Gittern

Definition:

Zweili Z-Gitter S und S' liegen in demselben Geschlecht, wenn

folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) S®Zzp und S' ®Zzp sind als p-adische Gitter flr
alle Primzahlen p isomorph

(ii) S® R und S'® R sind als Gitter lber IR isomorph.

Bemerkungen:

(i) S und S' liegen insbesondere dann im selben Geschlecht,
wenn sie in derselben Klasse liegen, d.h. Uber
Z isomorph sind. Mittels Reduktionstheorie kann
man beweisen, daB ein Geschlecht nur endlich viele
Klassen enthalt.

(ii) 1Ist S ein gerades, nicht ausgeartetes Z-Gitter,
so ist die Diskriminantenform des p-adischen Gitters
S®:Ep gerade die p-te Primarkomponente der zu S ge-
horigen Diskriminantenform g.
g ist also ebenso wie die Signatur (s+,s_) eine

Invariante des Geschlechtes von S.

Der folgende Satz besagt, daB (s ,s_,q) sogar ein

vollstédndiges System von Invarianten flr das Geschlecht

von S ist:
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Satz ([Ni]):

zwel gerade, nicht ausgeartete Gitter S und S' liegen
genau dann in demselben Geschlecht, wenn sie dieselbe

Signatur und Diskriminantenform besitzen.

Wann gibt es in einem Geschlecht nur eine Klasse
von Gittern? Wann ist also ein Gitter durch seine In-
varianten (s+,s_,q) eindeutig bestimmt? Ein hinreichen-
des Kriterium von Kneser (vgl. [Ni]) zeigt, daB dies fir
indefinite Gitter (im Gegensatz zu definiten Gittern)
"hiufig" der Fall ist. Dieses Kriterium benutzt Nikulin,
um die Eindeutigkeit eines Milnorgitters zu beweisen.
Wir werden dieses Kriterium nur in der folgenden abge-

schwd@chten Form benotigen:

Theorem 3 ([Ni], Cor.1.13.3):

Ein gerades, nicht ausgeartetes Gitter mit den Invarianten
(s+,s_,q) existiert und ist bis auf Isomorphie durch

diese Invarianten eindeutig bestimmt, wenn gilt:

m

(i) s, -s signg(mod 8),

+ -

(ii) s +s_22+12(G),

(iii) s 21, s_21.
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Iv.1.4 Obergitter und primitive Einbettungen nicht aus-

gearteter gerader Gitter

In diesem Abschnitt entwickeln wir die Technik fir die
Untersuchung primitiver Einbettungen nicht ausgearteter
gerader Gitter. Hierzu wird eine Bijektion zwischen den

geraden Obergittern eines Gitters S und den isotropen Unter-

gruppen von (Gs,qs) benutzt.
1.4.1 Es sei G eine endliche abelsche Gruppe. Wir setzen
=
G := HomZ(G;Q/Z).

¥ Lemma:

Es existiert ein Isomorphismus G-——>G#.

Beweils:

Wir konnen o.B.d.A. G==Z/prz mit pE€ N prim und r€ N

annehmen.
gx Mit m: Q@ —>0Q/%Z Dbezeichnen wir die kanonische Projektion.
G#————%{er/ZZIprx=O}={w(hr) | 02k<p |} =G
A —> (1) P
ist ein Isomorphismus. -
0O

Es sei (G,b) eine endliche symmetrische Bilinearform.
Die Abbildung

p: G-———>G#

X} (y+ b(x,y) )

ist genau dann ein Isomorphismus, wenn (G,b) nicht ausgeartet

ist.
d

Das folgende Resultat wird hdufig benutzt werden.

Satz:

Es sei (G,b) eine nicht ausgeartete endliche Form, H&G eine

Untergruppe. Dann gilt

_
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(i) |H| 18] = |G

(ii) 1Ist (H,b] ) nicht ausgeartet, so ist
(G,b) = (H,b]) | (H,bl).
Bewels:
(1) - D(Hl) = {x<£G#I A(y) =0 flr alle yve H }
- Man hat einen kanonischen Isomorphismus
(c/m% = [rec” | x(x)=0 fiir alle x€H |

— iR
lcl 18]™Y = Je/u] = |(c/m¥| = |5 ]|.

(ii) Es sei y€&€G. Dann definiert y ein Element X &€ g* durch
A(x) =b(x,y) fiir x €H. Es ist (H,b]| ) nicht ausgeartet.
Deshalb existiert ein z€ H mit b(z,x) = b(y,x) fir alle
X EH. Es 1ist

L
y =z + (y-2) mit y-z €H .

1
Da (H,b! ) nicht ausgeartet ist, gilt HNH = {0}.

D

1.4.2 Definition:

(i) Es sei (G,g) eine endliche gquadratische Form. Eine

Untergruppe HC G heiBt isotrop, wenn gl|H = O.

(ii) Es seien S, S gerade Gitter gleichen Ranges mit S< S.

S heiBt gerades Obergitter von S, falls die Inklusion

eine Gittereinbettung ist.

Bemerkung:
(i) Nach dem Elementarteilersatz ist §,/S eine endliche
Gruppe.
(ii) Wir werden im folgenden stets o.B.d.A. éCZS QZZQ

annehmen.

Es sei (S,b) ein nicht ausgeartetes gerades Gitter.
Mit

6: S—>s™

bezeichnen wir die assoziierte Abbildung. Dann ist

¢ @, id: (5 Q,b) —> (s"6 0,5M)

eine Isometrie.
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Deshalb definiert diese Abbildung eine Bijektion zwischen der
Menge der geraden Obergitter von S in S ® Q@ und der Menge

der geraden Obergitter von ¢(S) in s*e Q.

Es sei nun S<S<S ® Q ein gerades Obergitter.

Die Sequenz

S > S S S
von Einbettungen zeigt, daB wir

S
Hg = //s

als Untergruppe von

(o 1=/
S S

auffassen konnen.

Satz (V.V. Nikulin [Ni], prop. 1.4.1):

Es sei S ein gerades nicht ausgeartetes Gitter. Dann gilt

(i) Die Abbildung

S ——> H§:= S/s

definiert eine Bijektion zwischen der Menge der geraden
Obergitter scScs @ Q@ von S und der Menge der
isotropen Untergruppen in (Gs,qs).

1 (ii) Bs ist

iR L
H~ = S" /S, ~ = ( |H~A) / H~ .
qs qs S S

Beachtet man die Resultate aus 1l.4.1, so erhé&dlt man

Korollar:
Ist S<$S ein gerades Obergitter, so gilt
disk s = |8/s|? aisk § .

Bewels des Satzes:

Wir bezeichnen mit

pen ~ ~ ~
ng: sfF ___5s5%/s  mg: 8T —>87/5

.
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"y Q—>Q/ Z Myl Q——Q /2%

#

die kanonischen Projektionen, mit b bzw. b"” die Bilinearform

auf S bzw. S#.

(i) Es sei S<S<s @ Q ein gerades Obergitter. Fiir xe S
ist ﬁ(x,x)€12z, also qs(ns(x))= 0. Also ist Hg isotrope
Untergruppe in G.

Ist umgekehrt H eine isotrope Untergruppe in G, so

setze § :=n—1(H). § ist dann ein freier Modul, und

S
b#l S x§ definiert ein gerades Gitter, denn filr

X, VE S gilt

‘nlb#(X,y) = bS(nS(X),nS(Y)) =0
n, b7 (x,x) = ag(ng(x)) = 0
. . L4 .. A4 A
(ii) Es ist H§D S/ S, denn fir x€s", y€S ist
bs(nS(X),nS(y)) = nlb#(x,y) = bé(né(X),wé(y)) =0

Mit dem Satz aus 1.4.1 zeigt man, daB beide Gruppen

dieselbe Ordnung haben. Es ist

H

pis
H, - (87/s) s7
S/H. - (S/s) - /s .

Beispiel:
Das Gitter L(Ul6) ist nicht ausgeartet und hat die Diskrimi-

Rt -1 . . . . .
nantenform g = “5,1 1 w5,l . Weil {0} die einzige isotrope

Untergruppe in G ist, besitzt L(UlG) kein echtes gerades

Uig

Obergitter.

1.4.3 Definition:

Ein Untergitter S<M eines Gitters M heifBt primitiv, wenn
M/ S ein freier Z - Modul ist. Eine Gittereinbettung heiBRt
i: S—>M heiBt primitiv, wenn i(S)C M ein primitives

Untergitter ist.

Aus der Algebra (siehe z.B. [Lan], I§9 und I§1l0)
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kennt man folgendes Lemma:

Lemma

Flir endlich erzeugte freie Z - Moduln SCM sind folgende

Aussagen &quivalent:

(1) M/S 1ist torsionsfrei
(ii) M/S ist frei

(iii) Es existiert ein freier Modul S'© Mmit M =S & S'.

Wir intressieren uns fir die folgende Situation:
Es seien M,S,K nicht ausgeartete gerade Gitter und

S | K& M sei ein Obergitter. Wir betrachten die Inklusionen

S | KeM CM#CS#_L K#.

GemdB 1.4.2 definieren wir die isotrope Untergruppe

# #
r‘zM/le)C,SA@’ K/K=GSG)GK
Es gilt

1

qy = (ag | aglr™) /1

Unser Ziel ist es, fir primitive Untergitter S,K<M T genauer

zu beschreiben. Dazu betrachten wir die Projektionen

Pgi I'—>Cg

Py: T———éGK .

Behauptung:
Pg injektiv = K& M primitives Untergitter
Bewels:
Es existiert eine isotrope Untergruppe H(ZGK, so daB
Kern Pg = O ® H
H#O0 <> es ex. ein gerades Obergitter K<K, K#K mit

S|XK cs |k <M.

N

> KXkein primitives Untergitter von M.

O




- 157 -

Sind also S,K<M primitive Untergitter, so sind die

Abbildungen

Pg* r———eps(r)=: H

Py* r—-—%pK(P)=: H

Isomorphismen. Wir setzen

Y := Pyo° p;l : HS———>HK.
Dann ist
o= { (x,v(x)) | x€H,}
Graph des Isomorphismus y in Gse GK' AuBerdem gilt
ag o v = -qgl Hg
auf H., da I isotrope Untergruppe ist. Beriicksichtigt man

S
noch die Bijektivitdt aus 1.4.2, so folgt

Satz (V.V. Nikulin [Ni], prop. 1.5.1):

‘i Es seien S, K nicht ausgeartete gerade Gitter. Wir haben eine

kanonische Bijektion von der Menge
[M | M gerades Gitter, S| KCMC(S|K)@Q, S,KcH primitiv }
auf die Menge

{(H,y) l HcC G_. Untergruppe, y:I{——éGK Gruppenmonomorphismus

S
i mit gge v = -qgglH }

Fiir das zum Paar (H,y) gehdrende Obergitter M gilt

1
ay = (agl aglr™) /1,
wobei I den Graph des Morphismus y: H-——>GK in GS@ GK
bezeichnet. 0
Korollar:

Es seien S,K nicht ausgeartete gerade Gitter. Genau dann

existiert ein gerades unimodulares Obergitter S ]| K& L mit

K,SCL primitive Untergitter, wenn g = ~4g




-158 -

Folgerung:

Sind dq;r 9, nicht ausgeartete endliche quadratische Formen

mit dy ® —9,s SO gilt sign q = -sign 9, (8) .

Beweis fir Korollar und Folgerung:
(i) Mit den bisher verwandten Bezeichnungen gilt:
1
= |T
(o=l

I °

|r] ist Teiler von IGSI, IGK

Hieraus folgt das Korollar.

so existieren nicht
ql und qK= q2
(siehe 1.3). Nach Korollar existiert ein unimodulares

(ii) <€ind 91+ 9, Formen mit dqq = "9y
ausgeartete Gitter S, K mit dg *

gerades Obergitter S | K © L, wobei S,K<L primitiv.

Es gilt
sign q; + sign q, = sign S + sign K = sign S | K
= sign L = 0 (8),
weil L unimodular und gerade ist. 0
Bemerkung:
Ist g eine der irreduziblen Formen Upr Vi w; K so gilt
g = -g genau dann, wenn g einer der folgenden Formen ist:
€ .
Upr Vo wp,k mit p= 1 (4)
*
Flir eine Primzahl p#2 ist -1€C 2 genau dann, wenn flir das
Legendre - Symbol
-1
o) p-l
5/ = (=1 2 = 1
gilt. Dies ist gerade filir p=1 (4) der Fall.
1.4.4 Unser Ziel ist es, filir nicht ausgeartete cerade Gitter

S und M zu entscheiden, ob man S primitiv in M einbetten kann.

Flir die Entscheidung derartiger Probleme werden wir auf den

folgenden Satz von Nikulin zurickgreifen.




Theorem (V.V. Nikulin [ Ni ], prop. 1.15.1):

Es seien S, M gerade, nicht ausgeartete Gitter mit den
Invarianten (s+,sh,qs) bzw. (m+,m_,qM). Genau dann lagt sich
S primitiv in ein gerades Gitter M' aus dem Geschlecht von

M einbetten, wenn ein Tripel (H,y,K) mit folgenden Eigen-

schaften existiert:

(1) K ist ein gerades Gitter mit den Invarianten
(m+-s+,m_-S_lqK).

(11i) HCGS ist eine Untergruppe und y: H-———>GM ein Gruppen-

monomorphismus mit AQyey = qSIH
L 1 :
(iii) gp = (-gg | gylr™) /r, wobei r der Graph von
v H——-—-—}GM in GS® GM ist.
4

Es gilt dann K = SM-.

Bemerkung:

(i) Zweli gerade nicht ausgeartete Gitter M, M' liegen genau

dann im gleichen Geschlecht, wenn flir ihre Invarianten
(m, ,m_,q,) = (m,m',q,,)
gilt.

(ii) Sind (m+,m_,qM) die Invarianten eines nicht ausgearteten
geraden Gitters, dessen Geschlecht nur eine Klasse ent-
h&dlt, so wird das Problem der primitiven Einbettbarkeit
eines nicht ausgearteten geraden Gitters S auf die Ent-
scheidung reduziert, ob zu vorgegebenen Invarianten

ein gerades Gitter K existiert.

Beweis des Theorems:
(i) Es sei Sc M ein primitives Untergitter. Nach dem
Korollar aus 1.4.3 existiert ein unimodulares gerades

Obergitter L mit

M| (-M) &L, wobei M, -M &L primitiv.

L hat die Signatur (m+-+m_,m++-m_),
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Es ist
R:=LN (S]] (-M))Q<T L

ein primitives Untergitter und
S| (-M)< R

ein gerades Obergitter. Wir setzen K := R . Wende nun

den Satz aus 1.4.3 auf

S| (-M)C R

und das Korollar aus 1.4.3 auf

R|KCSL

an.

Es sei (H,Y,K) ein Tripel mit den geforderten Eigen-
schaften. Nach 1.4.3 bestimmt das Paar (H,y) ein

gerades Obergitter
(*) S| (-M) & R,

wobei S, ~-MC R primitive Untergitter sind und R die

Invarianten (s, +m_, s_ﬂ-m+,—qK) besitzt.

+
Nach dem Korollar aus 1.4.3 existiert ein unimodulares

gerades Obergitter L mit
R|K <L,

wobei R,K < L primitive Untergitter sind. L hat die
Signatur (m_ +m_, m_+m_).
Wendet man nun das Korollar auf

1
(-M) 1 (-M), <L

an, so sieht man, daB M' := (-M)L die Invarianten
(nuj m_, qM) besitzt.

Wegen (*) ist

S & M'

ein primitives Untergitter.
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Iv.1.5 Primitive Einbettungen ausgearteter gerader Gitter
1.5.1 Bei unseren Untersuchungen taucht folgendes Problem

auf:
Es seil (p,g,r) ein Tripel natirlicher Zahlen mit p Sg<r und

iﬁ-l-F%-<l . Wann 1&8t sich das Milnorgitter

P dg

L( ) = Q 1 (o)

T
par par

in ein vorgegebenes gerades, nicht ausgeartetes Gitter M
primitiv einbetten? Dabei ist fir l4—%4—%‘<1 das Gitter
Qpqr nicht ausgeartet.

In den von uns untersuchten Fallen ist dieses Problem
mit Hilfe der folgenden S&tze stets entscheidbar. Zundchst

bemerken wir

Lemma:

Es sel K ein gerades Gitter mit Signatur (1,1) und
disk K —l(Q*z). Ist S| K primitiv in ein Gitter M einbett-
bar, so auch S | (0).

Bewels:

Es genligt zu zeigen, daB es in K ®ZLQ einen von MNull ver-
schiedenen isotropen Vektor gibt.

Bezlglich geeigneter Basen 1&aBt sich die Bilinearform auf

K ®ZZQ durch eine Diagonalmatrix der Gestalt

O1 . al,aZEQ
2
beschreiben. Da aja, = -1 (Q*7), besitzt die Gleichung
2 2 _
alx + a2y =0

eine Losung O # (x,y) EQz.

O

Den folgenden Satz verdanken wir einen Hinweis von

W. Ebeling. Wir bezeichnen mit (0) wieder das eindimensionale

Nullgitter.
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Satz 1

Es seien S, M nicht ausgeartete gerade Gitter; ferner gelte
p’ | disk M  => r<?2
fir alle Primzahlen p. Dann sind folgende Aussagen &quivalent:
(1) S ] (0) 1&Bt sich primitiv in M einbetten.

(1i) Es existiert ein gerades Gitter K mit Signatur (1,1)
. 2 , . .
und disk K = -1 (Q*7), und es existiert ein gerades

Gitter N mit
M=N]|K

Sc——>N primitiv.

Nicht jedes Milnorgitter einer bimodularen Singularitét
erfillt die Voraussetzungen des Satzes. Man kann aber stets
eine notwendige Bedingung fir die primitive Einbettbarkeit

von S | (O) in M angeben.
Im folgenden bezeichne U die hyperbolische Ebene.

Satz 2

Es seien S, M nicht ausgeartete gerade Gitter, p: S | (0O) —>M
sel eine primitive Einbettung.
Dann existiert ein primitives Untergitter N<M und ein
gerades Obergitter MCM mit

M=N]U

SC——N primitiv.

Korollar 3

Es seien S, M nicht ausgeartete gerade Gitter, und M besitze
kein echtes gerades Obergitter. |

Genau dann laB8t sich S| (0) primitiv in M einbetten, wenn

sich S | U primitiv in M einbetten 1&BRt.




Korollar 4

Es seien S, M gerade nicht ausgeartete Gitter, und es gelte

Rang M = 2 + Rang S. L&Bt sich S| (0) primitiv in M ein-

betten, so existiert eine Zahl a€ Z mit

disk M = —azdisk S.

Die beiden Korollare folgen unmittelbar aus Satz 2.

Wir fassen den Beweis von Satz 1 und Satz 2 zusammen.

Bewels:

Es sei p: S| (0) —>M eine primitive Einbettung, s = Rang S,
m = Rang M, {fl,...,fs} eine Basis von S und {f] eine Basis

von (O).

(i) Man kann eine Basis {el,...,eJ von M so wahlen, daB

-1 " p(£f)

<<em—i>} = <él""'em—l:>'

Beziliglich dieser Basis wird das Gitter M durch die

mxm - Matrix
A (0]
OL |7 =
(ai.>=o°z= :
] 0O +++ 0 a
* ab

S
beschrieben, wobei a#0, b€ 2Z und (N eine symmetrische

(m-2)x(m-2) - Matrix ist.

(ii) Wir setzen
N := <el,...,em_2>
und definieren

LA M——>N kanonische Projektion bzgl.

der Basis {el,...,em}

pe= 'zTNo p.

Die Bilinearform auf M bezeichnen wir mit b, die auf
s | (0) mit b'.

4
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Wir zeigen jetzt, daB p| S——>N eine prinmitive

Einbettung ist.

Es gilt
= 05 < 5 <
p(fi) p(fi) toose 1t Bie s 12iZs
Weil b(p(fi),p(f)) = 0, folgt Bi = 0 fir 12 il s.
Es gilt
Py Py = £ - ,o(f.-a.F))
:if b(o(fi),o(fj)) b(e(f, aif) p( 5703 )

b'(f,-a.f,f.-c.f)
10T T

= b'(f.,£f.

13

Da S nicht ausgeartet ist, ist ¢

)

| S—>N eine

Einbettung. Ferner gilt

<OUE) e, Pl ) e 1> = e(s1(0)).
Also ist die Einbettung auch primitiv.
(111) M erfille jetzt die Voraussetzung von Satz 1:
p’ | disk M = rs2.

1 Es gilt
det Ul = -a“ get (7
und deshalb

I}

Ul €G1(m-2,0)

N/
a und det (0 sind teilerfremd, das heift
(a,detzﬁ) = (1) = Zz.

Es ist (det OUC7 1 eine (m-2)x(m-2) - Matrix mit
Koeffizienten aus Z ([ Lan J,chap. XIII).

Es war (L= (aij).

Zu den ganzen Zahlen a 3 /123 <m-2 existieren

r., s.€%Z mit
B J

. a . =r.a+ s.detCL.
m,] J J
Es existieren ferner xl,...,xm_zé ® mit
mo
t _ A t
(L e (Xy,eeerx )7 = (etl) (sy, ... 5 _5)
~u .
kurz OLx = (det () S
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. S Ty -1
Weil x = (det(Z)Ul " s, folgt x ,...,x__EZ.
Wir betrachten den folgenden Basiswechsel in M:
m-2
e'!' = e - E X.e
m m . i71
i=1
e! = e, fir 1525 <im-1
J J
Es gilt
b(e',e _l) = b(em,em_l) = a
m-2
b(e',el) = b(em,e ) - .2 x.b(e.,e.)
1=1
m-2
=a . - vooa. ;¥
=1 3y
N\
=a . -s.det
m, j
=’rja flir 1529 Sm-2

nach Konstruktion von x.

Beziglich dieser Basis wird das Gitter M durch die

Matrix
6222 0] rla
(0] rm_za
0} . 0O 0] a
rla . . rm_za a *
beschrieben.

Man fihrt jetzt einen weiteren Basiswechsel durch. Er

wird durch

e. = 'o—- ! < 3 < m-
ej ej rjem_l 123 52m-2
®n-1 7 ®m-1

e = e

m m

gegeben. Es gilt dann




b(él,éj) = b(e!,el) fir 121,73 <m-1
b(ej,em) = b(e],e ) —rjb(em_l,e )
=rja—rja=0 fir 12 3j<m-2

Somit wird das Gitter M bezliglich dieser Basis durch

eine Matrix der Gestalt

0O O
SN
00

0. - «0 a
O- - -a x

beschrieben. Damit ist die eine Richtung von Satz 1

bewiesen. Die andere folgt aus dem Lemma.

Beweis von Satz 2:

Wir definieren ein Gitter M mit Rang m wie folgt:

Es werde beziglich einer Basis {gl,...,gm} durch die
. / . . . . ..
Matrix R beschrieben, die aus der in (i) definierten
d 3 = = 1
Matrix (/2 durch Se?zen von 4n-1,m am,m—l

entsteht.

Die durch
eik——égi i # m-1

e —>ag _

m-1 1

induzierte Abbildung zeigt, daB M ein gerades Obergitter

von M ist. Es ist nur noch
M=N]|U

zu zeigen.
FUihrt man Basiswechsel wie am Ende von (iii) durch, so

wird das Gitter M durch die Matrix

~ |00

S

00
0O- - -0 1
0o- - -1hb

beschrieben. Die Matrix

H
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beschreibt die hyperbolische Ebene, da b€ 2% und es

genau ein unimodulares gerades Gitter mit Signatur

(1,1) gibt.
O
1.5.2 Beli unseren Untersuchungen , ob eine primitive Ein-
betttung S | (0) —> M existiert, ist M eines der folgenden
Gitter
(i) M ist Milnorgitter einer bimodularen exzeptio-

nellen Singularitéat

(1i) M ist Milnorgitter fiir eine der folgenden

M - Homotopieklassen

- . < 3 <
I3,0 7 21,5 7 Qg 021z4
- < <
Wl,i : Sl,l 0<1<£3
:‘t# . # < <
wl,i ; Sl,l 1<3iZ<3
Ull 02iZl?>2

Besitzt M kein echtes gerades Obergitter, so wird die
Untersuchung mit Korollar 3 aus 1.5.1 auf die Frage zurickge-
fihrt, ob sich S | U primitiv in M einbetten 1&B8t. Jetzt sind
beide Gitter nicht ausgeartet, und wir kdnnen deshalb das

Theorem aus 1.4.4 anwenden.

Mit dem Satz aus 1.4.2 und den Diskriminantenformen aus
Anhang A.6 lassen sich leicht die Milnorgitter aus obiger
Liste bestimmen, die echte, gerade Obergitter besitzen.

Es sind dies die Gitter

L(J3’4) ; L(Zl,4) ; L(Q ) i L(D )

2,4 1,0
Es sei M eines dieser vier Milnorgitter. Flr jedes M definie-
ren wir gerade Gitter Nj' j€1{1,2}, mit Invarianten
(n+,n_,qN‘), wobei die Invarianten aus unten stehender Tabelle
zu entnehmen sind. Die Gitter Nj sind durch die angegebenen

Invarianten bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt (siehe 1.3).
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Tabelle
M (n_/n_,qy) (n,,n_) dy N
1 2
L3y ) | (2,18,u)) (1,17) 0
L(z, ,) (2,17,u, Lwi ) (1,16) Wi !
1,4 170y dvy ' vy 1wy g w1
-1 -1 -1
L(Q, ) (2,16,uy 1w3T,) (1,15) uy Lwihy w3t
1 1 1 1 1
L(Ul,O) (2,12,w3,l_Lw3,2) (1,11) w3,l_lw3,2 w3’l

Folgerung 5

Es existiert genau dann eine primitive Einbettung S | (0) —M,
wenn eine primitive Einbettung von S in eines der beiden zu
M gehdrenden Gitter Nj existiert. Dabei sind M und Nj,

3 €1{1,2}, aus oben stehender Tabelle zu entnehmen.

Bewels:

"<= " : Es sei Kl ein gerades Gitter mit Invarianten
1

3,2)°

(l,l,ul) und K2 ein gerades Gitter mit Invarianten (1,1,w
Kl und K2 existieren nach 1.3.
Es gilt |

M=Ny | U

I"1=N2_LK‘.L flir MZL(U
M:NZ_LKz fir M= L(U

)
)

1,0
1,0
da die Invarianten Ubereinstimmen und M durch die Invarianten

bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Das Lemma aus 1.5.1 liefert die Behauptung.

" =>" : M habe die Invarianten (m+,m_,qM). Gemé&n 1.4.2
lassen sich die moglichen geraden Obergitter McM  berechnen.

Die Bedingung
M=N]U
aus Satz 2 in 1.5.1 liefert dann

(ngon_,qg) = (m+-l,m_-l,q&).
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IV.1l.6 Zur Anwendung

In diesem Abschnitt stellen wir die Standardargumenta-
tionen vor, die wir in unseren Rechnungen in V.1 bei der
Anwendung des Theorems aus 1.4.4 stillschweigend benutzen
werden. AuBerdem bestimmen wir die Diskriminantenform von
L(Sl7)'

1.6.1 Die Diskriminantenform von L(S )

17

Das Milnorgitter L(Sl7) hat die Diskriminante -12 und

die Signatur (2,15). Flir die zugehdrige endliche gquadratische

;31 Form gibt es nur die beiden folgenden Mdglichkeiten
| _ .5 1
91 T V2,2 1V3,
1 -1

dy T Wy, L W3,

Nach dem Eindeutigkeitssatz aus 1.3 existiert zu den Invari-
anten (2,15,ql) bzw. (2,15,q2) bis auf Isomorphie genau ein

gerades Gitter. Wir bezeichnen es mit Ml bzw. M2°

Das Milnorgitter L( ) hat éie Invarianten (2,14,

-1
16 W19,1)
Wir zeigen mit dem Theorem aus 1.4.4, daB sich L(Sl6) nicht

5 einbetten 1&Bt. Da sich aber 817 in die Klasse

S16 n-vereinfacht und deshalb L(SlG) ein primitives Unter-

primitiv in M

gitter von L(Sl7) ist, folgt

L(s,5) = M

17 1
Beweils fir L(Sl6)Cﬁ#>M2 primitiv:
Wir benutzen das Theorem aus 1.4.4.
_ _.-1 1 -1
° 7 %5, 192 T Va9, L V2,0 LM
Es ist T = {0} die einzige isotrope Untergruppe fir §.
Wir zeigen mit dem Existenzsatz aus 1.3, daB kein gerades

Gitter K mit den Invarianten (0,1,s) existiert:

Fir p=3 ist die Bedingung
(-1) 4 -3 -17 = disk K(w;ll
des Existenzsatzes verletzt.

_ 3 *2
) = 5 (Z37)
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. 1 .
1.6.2 Die Berechnung von (-—qS 1 qur ) /T aus 1.4.4

Es seien (s+,s_,qs), (m+,m_,qM) Invarianten gerader

Gitter. ¢:= —dg 1 Iy ist eine endliche quadratische Form
auf GS ® GM.

Es sei H C—Gs eine Untergruppe und y: H—~—>GM ein Gruppen-
monomorphismus mit qye v = qSIH.

Mit T bezeichnen wir den Graph von vy in GS ® GM‘ Dann gilt

(i) 1Pl It = Jegl ley,l  (1.5.1)
(ii) |r] = |H| und

|T| ist Teiler von IPLI, IGSl, ]GMI :

1 - _ :

(iii) sign (§|F ™)/ T = sign § = B

(m,-s,) - (m_=-s_) (8)

+

Niitzlich ist ferner die folgende Beobachtung:

Es sei
r
; (Ggrag) = _L_(Gg ;dg ;)
1 i=1
1
r
(Gyray) = - (Gy 5 rdy ;)
i=1
(z.B. Zerlegung in Prim&rkomponenten). Ferner seien
fir 12 i~
ol
| Hi GS,i Untergruppen
Y. : Hi———->GM i Gruppenmonomorphismen mit
A,i° i = 95,1l By
Es bezeichne T i
iL den Graph von v, in GS,i & GM,l
r, i Or i i . . 1.6
i die zugehOrige gruppe in GS,l ©® GM,l bzg |
I‘ .
den Graph von .6 Yi in GS @ GM
1 i=1

I'" die zugehdrige Gruppe in Gg ® GM-bzgl. s .

Lemma:

Mit den oben eingefihrten Bezeichnungen gilt
L r
()T /1 = (-g. . 1 g .II“.L)/ T
T S,1 M,1 1 i
i=1 O

e i
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Die orthogonale Zerlegung von Diskriminanterformen ver-
% einfacht sich, wenn wir folgendes in 1.4.1 bewiesene Resultat

benutzen

Satz:

Ist (G,g) eine nicht ausgeartete gquadratische Form und H < G

eine Untergruppe, flir die (H,b| ) nicht ausgeartet ist, so

% gilt
. 1
(G,q) = (H,ql) | (H ,q])
Beispiele:
. 5 -1 -1
(1) ag =wy 5 7 Gy = wy ) w7y

§ = ~dg 4 dy = w;?Z 1 w;}l 1 w;%l mit sign ¢ = 1 (8)

"Es sind nur IT] =1 oder |T| =2 mdglich. Beide Fille

1 .
treten auf. Fir |r| =2 folgt (dlrid/ ro=ow, 5, weil

1 -
|t | 1| 1o 4 und sign § = sign (GIFL)/ro
. 5 - -5 1
(11) ag =wy 5 5 Gy =Wy, 1w,y
5= mag Lay = w,", 1w’ 1w
9s M 2,2 2,2 2,1
) 5 5 1

|T] =2 tritt auf

r = {o,(2,2,0)}c:.c4 ® C, ® C, ist die einzige

M6glichkeit fiir r. Das Lemma zeigt, da® in

(GlrL)/ r w%’l als orthogonaler Summand auf-
tritt.

Weil sign 6 = sign (dlri)/r = -1 (8) und

lfl! ff|—l =8 folgt

1 -1 -1 1
(I TN/ =iy Lwyly Ly g

[T] =4 tritt auf: Hierzu beachte man die folgende
Relation aus 1.1.3

-5 1 - 5 -1

Wyo L 2,1 V2,0 1 Yo

Die Betrachtung der Ordnungen und des Signums

zeigt, dasB

1 -1
(6|r—)/r = Wy
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Iv.2 Die Untersuchung der transversalen Scheibe

Iv.2.1 Konstruktion verseller Entfaltungen und transversaler
Scheiben

Flir eine quasihomogene Funktion f ist f€ #Mef (Euler-
Gleichung). Deshalb fallen die Begriffe R - verselle und
K-verselle Entfaltung bzw. R - transversale und K - transver-
sale Scheibe fiir solche f zusammen. Weil wir in der Analyse
der Gleichungen nur transversale Scheiben und verselle Ent-
faltungen fir quasihomogene Funktionen bendtigen, beschrénken
wir uns im folgenden auf den Fall der R - Aguivalenz. Flir die
Konstruktion R - transversaler Scheiben bzw. R - verseller Ent-

faltungen geniigt es, Basen fir die C - Vektorraume
2 ©
-“V/éﬂAf bzw. bE

zu berechnen. Der folgende Satz ist eine einfache Folgerung

aus dem Lemma in I.1.2.3.

Satz:

Es sei fé4¢é(n) mit isolierter Singularité&t in O. Ferner
seien wl,...,wr_é 4%2(n) so gewahlt, daB
{l,xl,...,xn,wl,...,wr } eine Basis von <b/ 0f repré&sentieren.

Dann reprdsentieren

-h

3 o f
{al,...,'a—X ,\Pl,u..,\br}
n

»

2
eine Basis von M / mbof.

Es genligt deshalb, Basen fur die Vektorraume O/t
zu berechnen. Fir semiquasihomogene Funktionen lassen sich
die hierzu notigen Rechnungen durch die im folgenden darge-
stellten Uberlegungen erheblich vereinfachen. Wir folgen jetzt

der Arbeit von Arnold [ Ar 2 ].

Satz:

2 . ‘ , ‘ . .
Ist fe11 (n) eine semiquasihomogene Funktion mit gquasihomo-
genen Hauptteil fo, und reprasentieren { wl,...,vw } eilne
}.A

monomiale Basis fir &/ Afb, SO reprasentieren

{ AP RERETAN } auch eine Basis fir &/ sf.
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Im folgenden sei feﬂ«g(n) eine guasihomogene Funktion
vem Typ (wl,...,wn;d) mit isolierter Singularitd: in O. Wir
bezeichnen mit

EjC @(n)

den von den guasihomogenen Polynomen vom Typ (wl,...,wn;j)
erzeugten Vektorraum. Weil dimc(y/ Af < » und 4f von
quasihomogenen Funktionen erzeugt wird, induziert die
Einbettung

& Ej —> O(n)

J

einen Vektorraumisomorphismus

E. @
& }/;j N af 2 //Af

Fir die Bestimmung von Basen fir (2 / of genligt es deshalb,

Basen fur Ej/Ej Nn b6f zu berechnen.

Es sei
b := dim Ej/
3 C Ej{W Af
Es ist
ROE) = ] p, <=
jzo

Wir definieren das Poincaré-Polynom xf(z) durch

xglz)i= | b.z?
j>20

Es gilt unter den obigen Voraussetzungen

Satz:
n d-w
1 -1
(1) x.(2) = z
f ﬂ_ Zwi _ l
i=1
L d
(i1)  p(f) = x (1) = TT (S - 1)
. w.
i=1 1
(1i1) X g hat den Grad
n
a = i (d-2w.). Es ist u =1
max i=1 i dmax
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Iv.2.2 C* - Aktion

Flir quasihomogene Funktionen 1&8t sich die Analyse der
Gleichungen unter Benutzung der C* - Aktion auf transversalen
Scheiben erheblich vereinfachen. Die in diesem Abschnitt auf-
gefihrten Resultate sind wesentlicher Bestandteil unserer
Rechnungen. Wir werden die Resultate jedoch nur fir die
Untersuchung der bimodularen exzeptionellen Singularitdten
verwenden; fur die Untersuchung der quasihomogenen bimodularen
Seriensingularitdten werden wir den im n&chsten Abschnitt 2.3
beschriebenen Satz von Wirthmiiller benutzen.

Weil fir quasihomogene Funktionen die Begriffe R - transversale
und K - transversale Scheibe {ibereinstimmen, werden wir im

folgenden nur noch von transversalen Scheiben sprechen.

In diesem Abschnitt sei f€4ﬂ2(n) stets eine gquasihomo-

gene Funktion vom Typ (w .,wn;d) mit isolierter Singulari-

1’ -
tat in O. Dann gilt
£(rox) = 29 £(x) fiir A& C*, wobei
o W w
= 1 n
Ao(xl,...,xn) (A Xyreaar) xn).

Es seil
r: oF —s 42 (n)

r
tb——> £ + ] t.u.

eine lineare transversale Scheibe fiir f. Wir setzen dabei
voraus, dafR wl,...,wr guasihomogene Polynome sind. Mit dj
bezeichnen wir den quasihomogenen Grad von wj beziglich
der Gewichte (wl,...,wn). Den Parameterraum C° der
transversalen Scheibe 7 werden wir mit T bezeichnen.
Wir definieren auf T eine C* - Aktion durch

= *1 “r )
xo(tl,...,tr) = (A t Y tr

17

st )€ T, wobei cxj::d-—dj ganze Zahlen sind.
r

fir Aec™, (tl,...
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Wir haben eine Zerlegung

+ p—
T=T17° @ T

mit
™= {teT | ty=0 fir o,20]
™= {teT | ;=0 fir o #0 ]
T = {teT | t.=0 f£ii .20
{ | 5 ir ey ]

Fir » —>0 1ist die C* - Aktion auf T+ kontrahierend, auf

T expandierend.

Bild fiir T° = 0O:

Aus 2.1 und den in Kapitel V berechneten Poincarée -
Polynomen folgt:
Fir minimale transversale Scheiben quasihomogener bimodu-
larer Singularitédten ist

dim, T"+ dim_ T = 2,

wobei dim_. T

Il
@)

fir exzeptionelle Singularitaten

Q
[N
3
-
1
—

fir Seriensingularitdten,

Lemma 1

(i) T(Mt)mK 7(t)

.. . + —

(1ii) Fur te T gilt f—ﬁél(t)

Rewelis: Es gilt T(xot)(rox) = xd T(t)(x), also sind
T(xot) wund 7(t) kontaktiquivalent.

. . + ..
Da die C* - Aktion auf T Kkontrahierend ist, folgt (ii).

0

_




Lemma 2

(i) Ist teT°® T und |t| genlgend klein, so gilt
f ~ 7(t).
u

(ii1) Es existiert eine Umgebung U von 'I‘+ in T, so daB
u( 7(t)) < p(f) fir te U gilt.

Beweis: A
(1) Aa:= ﬁ:éip I p(7(t)) = =} < 1t° ist algebraisch
(siehe I.2.4.1). Deshalb ist V:= (TO—A) x T eine weg-
zusammenhadngende Umgebung der O in ™ « T .
Flir t€ V ist 7(t) semiguasihomogen vom Typ
(wl,...,wn;d) und hat deshalb die Milnorzahl

TT (& - 1) = u(f)  (siene 2.1).
j=1 73
(1ii) folgt aus der Halbstetigkeit der Milnorzahl und
Lemma 1. dJ

Der folgende Satz gestattet es uns, fir Bewelse der

+
Form £f —#>g T an Stelle von T zu untersuchen.

u
Satz 3

Es seien f, 7 wie oben, gE’ﬂg(n). Ferner gelte f-—a>g
mit up(g) <p(f).

. . . +
Dann existiert ein t°€ T -{0}, so daR

f—H%/—(t°) und /’(t°)——?g.

Beweils:

Nach I.2.4.3 existiert ein holomorpher Abbildungskeim

v: (€,0) —> (T,0) mit
T(v(z)) Y g fir O<|z]| klein.

Auf Grund von Lemma 2 konnen wir fiir O< |z] klein genug
y(z) ¢ TO x T—

voraussetzen. Es seil

y = (Yl:~-:Yr)o

a5



|
-
~J
~J

Die Menge J:={je€{l,...r} | % >0 und Yj#(D}
ist nicht leer.
Fir j€J sei Uj die Ordnung von Yj' .
Nach einer eventuellen Substitution z+—>2z konnen wir
o.B.d.A. Uj 6516 N annehmen. Wir setzen
v,ait
J 3
und wdhlen einen Index jo’ flir den das Minimum angenommen

m:= min | | 5e I}

wird. Fir O < |z| klein definieren wir

" -m

y(z):= z OG*Y(Z)
te:= lim v(z)
z~+0

aj‘<O: ;j(z) =2 1% y.(z)~>0 fir =z - O

a, =0: y.(z)=v.(z) = O fir =z - O

J J J

a. >0, 7&3: ;.(Z)==Y-(Z) =0

j i ¢ 3 3

aj >0, j&€3: Yj(z)= z_majyj(z) ist eine Potenzreihe
mit Ordnung uj-maj.
Nach Konstruktion von m ist Uj’.m&j; 0.
Fur j==jO ist die Ordnung O, das heift
lim §. (z) ist von O verschieden.
z2+0 o

Die Behauptung folgt nun aus Lemma 1.




Bemerkung 4

(i) Beil der Anwendung von Satz 3 1st es sinnvoll, nur

minimale transversale Scheiben zu betrachten. Fir
die von uns in Kapitel V angegebenen minimalen trans-

versalen Scheiben gilt p(7 (t)) < p(f) fir OFt € T+.

(ii) Die algebraischen Bedingungen an die Parameter t€ T,
flir die 7(t) zu einer vorgegebenen Funktion p - homotop
ist, vereinfachen sich bei Einschrankung auf 7"
wesentlich. Samtliche bendtigten Vereinfachungen
quasihomogener Singularitdten werden von uns durch
Berechnung geeigneter‘t;eiﬁ bewiesen. Es erwies sich

als zweckmdBig, flr die transversale Scheibe alle

Monome mit quasihomogenen Grad kleiner als 4 zu

verwenden.

L. . . : : + . . .
(iii) Es lassen sich im allgemeinen in T nicht samtliche
p - Klassen finden, in die sich f p - vereinfacht. Wir

haben das folgende Beispiel gefunden:

Wir betrachten die folgende Familie quasihomogener

‘Funktlonen aus Wl,o
[

£ = x4+ y°+-aox2y3 mit aoé H:=C - {+2,-2}

Dann gilt fir aoe H (siehe Kapitel III)

£
a
o

E fir alle a
o

13

f
a
o

(3]

14 T 7 370

v
v
Im T+—'Teilraum des Parameterraumes T der von uns in
V.2.4 Dbetrachteten minimalen guten transversalen
Scheibe fir fo findet man keine ElB—Singularitét.
Allerdings existiert in T ein C*- Orbit, flir den die
zugehOrige Singularitat aus El4 ist ( Rechnung hierzu
siehe vV.2.4.2).

Eine entsprechende Situation findet man auch bel

der Untersuchung von Ullo———e T2 38 / T2 39
(siehe V.2.6.2).

Auf verwandte Phédnomene wird ferner zu Beginn von

V.2.6 hingewiesen.

<




-179 -

Die C* - Aktion auf transversalen Scheiben gestattet Aussagen

Uber das Vereinfachungsverhalten semiquasihomogener

Singularité&ten.
Satz 5
Es seien f, 7 wie oben. Ferner sei y. ein quasihomogenes
o
Polynom aus | Ppreeerby } mit quasihomogenen Grad dj > 4,
o

das heiBt o. < O. Es bezeichne
[e)

L={teT | t;=0 fir j#3j,)

die zu wj gehorende Koordinatenachse. Ist
o

y: [0,1] T x L
ein stetiger Weg mit
7(y(z)) “n 9 fir ze€ [0,1]
Y(z) & 17 fir z€ (0,1]

so gilt

Beweis:
Mit "L bzw. ot bezeichnen wir die kanonischen Projektionen

von T auf L bzw. T . Die Abbildung
p: C*——>C* mit p(z) =2z Jo
ist eine unverzweigte Uberlagerung, die die Kurvenliftungs-
eigenschaft besitzt. Es existiert deshalb ein stetiger Weg
r: (0,1] —>c*

A jo'—“'ﬂLo Y[ auf (O,l].

Es gilt A(z)~ 0O flir =z + 0. Wir definieren eine stetige

Abbildung

y: (0,1] —>7T « L

2 F=>2(2) o, v(2)

Es gilt
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Q.
mo(A(z) ey v(z)) = a(z) Jo - m (y(z)) =1
1TT+()\ (z) °r* y(z) ) ——= O fir z - O
Nach Lemma 1 ist 7(;(2)) vy g.
+
T T+
@/Y Y
L L

a

Die Existenz eines Weges mit den geforderten Eigenschaf-
ten werden wir in den Anwendungen von Satz 5 mit einem
Dimensionsargument aus der Analyse der Bedingungen an die
Parameter t€ T, flr die 7(t) NH g gilt, herleiten. Die Vor-
aussetzungen des folgenden Satzes beschreiben die bei unseren
Anwendungen vorliegende Situation. Die Zahl s ist dabei die
Anzahl der zusdtzlichen Variabeln in den Bedingungen an die

Parameter t € T.

Satz 6

Es seien £, g, 7, wj und L wie in dem vorangegangenen Satz.
o

Ferner seil sé€ NO eine natirliche Zahl, «: T « T —>T

die kanonische Projektion auf T.

Sind Vl,V2 c TxC® algebraische Mengen mit den Eigenschaften

(1) t e n(Vl-V2) => 7(t) U g
(ii) es ex. ein P € V, -V, mit 1(P)€E T-(0}
(iii) Vi ist Nullstellenmenge von § Polynomen
(iv) dim (Vl/ﬂ n—l(T+),P) = dimc T «C% -
. . (@] . -
(% + dlmC T + dlmc’T ),

so existiert ein stetiger Weg

y: [0,1] —> T x 1L mit




Beweis:
Der analytische Mengenkeim (Vl N n_l(T+),P) wird durch

g+ dim_ T° + dim_ T Gleichungen gegeben.

C cC
Wegen (iv) ist er ein vollstandiger Durchschnitt, und es gilt
dim (VN et xny,e) = 1+ dim (vy N Herty ey

Deshalb existiert ein stetiger Weg

;: [o,l]-———>vl N Tr'l(T+ x L) mit
Yz d - T fiir z€ (0,1]
;(z)($ v, fir ze [0,1]
Y(O) =P
Wir setzen y:= nog: [O,l]-———>T+ x L.
Es ist y(0) & T - {0}.
Wegen (1) gilt
7(y(z)) %p g fir ze [0,1].

Bemerkung 7

(i) In Satz 6 genligt die Forderung, daf die Bedingung (1)

.. . + .. .
fir Parameter t aus einer Umgebung von T erfillt ist.

(ii) Die S&tze 5 und 6 bleiben richtig, wenn wir an Stelle
einer transversalen Scheibe

r
7(t) = £ + Vootlv.
521 3%

eine Scheibe 7' verwenden, die aus 7 durch Fortlassen

einiger wj entsteht.

(i1ii) Wir benutzen Satz 5 und Satz 6 nur bei der Unter-

suchung der bimodularen exzeptionellen Singularitdten.
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Bei der Untersuchung der bimodularen semicuasihomo-

gene Seriensingularit&ten treten teilweise Situationen

auf, in denen Bedingung (iv) aus Satz 6 verletzt ist.
Man kann jedoch durch eine leichte Modifixation der
Voraussetzungen erreichen, daB die S&tze zuch in diesen

Fdllen anwendbar sind.

in Satz 5:

Die Bedingungen an Y lauten jetzt

Y: [O,l]————>T+ x % x 1, stetiger Weg mit
7(¥(z)) "y 9 fir ze¢ [0,1]
(*) v(z) & T x 1° fir z € (0,1)

y(0) € T - {0}

in Satz 6:
Wir ersetzen Bedingung (iv) durch

T 1°),P) = dim. T x C -

. . -1
(iv) dim (Vln T (T c T

(2 + dlmml‘ )

Es existiert dann ein y mit den Eigenschaften (¥*)

und y(0O) = n(P).

Iv.2.3 Ein Resultat von Wirthmiller

2.3.1 Im folgenden sei f€4ﬂ2(n) eine gquasihomogene Funk-
tion vom Typ (wl,...,wn;d) mit isolierter Singularitét in O.
Es seien \Ul,-.-,‘blJ guasihomogene Polynome beziclich dieser
Gewichtung, die eine Basis des Vektorraumes (J/&f reprasen-

tieren. Unter diesen Monomen gibt es genau eines mit dem

maximalen guasihomogenen Grad
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a =
max

I~ 3

(d-—2wi).

i=1

Wir setzen voraus, daf wu dieses Polynom ist. dmax ist der

Grad des Poincaré-Polynoms Xg (siehe 2.1).

Nach Saito [Ssa2 ],3.11, gilt

d < d <==> f ist O -modular

max

da = d <==> f ist einfach elliptisch
max

d > d sonst

max

Durch
F: ((an G:M/O)*;(CIO)

(x,s) — f(x) +

Il

S. V. (x)
wird eine semiunive;selle Entfaltung definiert. Mit

n

T (¢” x ¢*,0) — (¢, 0)

bezeichnen wir die kanonische Projektion auf den Parameterraum
der Entfaltung.

K. Wirthmlller hat in seiner Arbeit [ Wi ] gezeigt, daB

im Falle dmax> d die zu F assoziierte Deformation
n |

-1 -1 F
(£ 7(0),0)~—— ("7 (0),0) L= (¢*,0)
topologisch trivial lédngs der zum Polynom w“ gehdrenden
Koordinatenachse ist ( siehe auch die Arbeit von J. Damon
[ Dal). Fiir die Formulierung dieses Satzes fihren wir noch

folgende Bezeichnungen ein:

(S5,0):= (@“,O) fir den Parameterraum der

Deformation

(s',0):= (c*,0) N {s“= o}

Froo(chx S$',0) ——> (C,0) Entfaltung mit
~ pu-1
Flx,s) = f(x) o+ TosLu. (x)
541 373




Satz: (Wirthmiller [ Wi ], 2.4, 3.2, 3.6)

Es sel f eine quasihomogene Funktion mit isolierter Singu-
laritét in 0O, und 4 sei kleiner als dmax' Dann gibt es

Homoomorphismen ¢, ¢, so daB mit den oben eingefiihrten

Bezeichnungen gilt:

(i) Das Diagramm

(77 0y,0) * (¢,0) = (F1(0),0)
HF,X id Tr
(s',0) x (C,0) —=>(s',0) x (C,0) = (S,0)
kommutiert.

(ii) Die Einschrénkung von ¢ auf (F' 1(0),0) ist die
Identitat.
Die Einschréankung von ; auf (S',0) und (C,0) ist die
Identitéat.
o hat die Gestalt

~

¢(s',s ) = (h(s',s ),s ) fur
( H H H
(S'IS“) € (s',0) x (€,0).
(iii) Die Einschréankung von ¢ induziert einen Homdomor-
phismus
(C/_—|IO) x ((I:IO)_%(CFIO)I

der die Milnorzahlen der zugehOrigen Hyperfldchen-

singularitdten respektiert, das heift

(P (10 = WPy s )

(x,5") (.,0)).

Dabei sind (CF,,O) bzw. (CF,O) die kritischen Mengen

O

der zu /' bzw. F assoziierten Deformationen.

Folgerung:

Unter den gemachten Voraussetzungen gilt

(1) £ und f-pr haben dasselbe Vereinfachungsverhalten

beziglich p - Vereinfachung.
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(ii) Fir die Untersuchung des M - Vereinfachungsverhalten
von f reicht es aus, (CF"O) an Stelle von (C-,0) zu

nntersuchen.

Beweis der Folgerung:
Die Behauptungen folgen aus dem Resultat von Wirthmiller,
wenn man beachtet, daB fiir festes (x,s8') € C;n die Funk-

tionen # , (.,0) wuntereinander p-homotcp sind.
*(x,s ,sp) _ ‘

2.3.2 Anwendung auf transversale Scheiben

Im folgenden sei f€4ﬂ}(n) eine guasihomogene Funktion
mit isolierter Singularitit in O. Ferner seien vl,...,wu
quasihomogene Polynome beziglich der Gewichtung von f,
die eine Basis des Vektorraumes 67/ A0f repré@sentieren.

Die Polynome seien so gewdhlt, daB

wl =1 wj = Xj—l

¢.€4ﬂ?(n) fdr j 2 n+2 b hat guasihom. Grad @
j u max

fiir 2 <9 <n+l

AuBlerdem fordern wir =zus&tzlich, dap die Differential-
9 .
Operatoren = Endomorphismen des Vektorraumes
’ o f 2f

r‘& r---lax
H n

1= <y, ..., 0
1 1

induzieren.

Wir definieren eine R - semiuniverselle Entfaltung

F: (e" x ¢*,0) —> (¢, 0)
vl
(x,s) —> f£(x) + } s.vy.(x)
j=1 J 3] :
und eine minimale R - transversale Scheibe
7: (c* Y 0) —s (¢, 0)
T e ol
t —_ f + i ta_}{ + L tjvj+l

1 7°%5 §=nt1

Den Parameterraum von / bezeichnen wir mit T.




Es sei f€4¢§(n) eine guasihomogene Funktion vom Grade d mit
isolierter Singularitdt in O. Ferner sei dmax groBer als 4
und 7 eine wie oben konstruierte transversale Scheibe fiir f.

Fir gexﬂg(n) gilt dann

f-—g>g <==> In jeder Umgebung der O in Tfi{tp_l= 0}

existiert ein t mit 7(t) Np g.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem Resultat von Wirthmiiller

und dem folgenden Lemma

Lemma:

Mit den bisherigen Voraussetzungen und Bezeichnungen aus
2.3.1 und 2.3.2 gilt:

Durch die Vorschrift
O (CF,O)_—Q(TIO)

(x°,s8°)——> t mit 7(t) = f(x°,s°)("o)

wird ein biholomorpher Abbildungskeim definiert.
Ist dmax grdBer als d, so induziert die Einschrinkung von ©

einen biholomorphen Abbildungskeim

o] (CrN {sp= O},O)———é(T‘f\{t“_l= 0},0)
Beweis:
Wir definieren eine Abbildung
R: (¢" x ¢",0) —> @(n)
~ no. s U
(r,r) —f + [ r, = L or.v
i=1 T X j=1 73

Fir (x°,s°)¢ c” x c¥  ist F (.,0) die Taylorent-

(x°,s8°)
wicklung von F(.,s®°) im Punkte x°,cas heifBt
Fixe,so)®:0) = F(x+x°,s°).
Auf Grund der Voraussetzngen an V existiert zu
(x°,s°)€ ¢ x " stets ein (r,r) mit

vi‘ | Ill




R(r,r) = Fxo goy(+10).

X

. . . . d .
Weil die Polynome wj zusammen mit den Ableitungen L linear
unabhdngig sind, ist (;,r) eindeutig bestimmt * (I.1.2.3).

Der so definierte Abbildungskeim

6: (¢ x ¢",0) —= (¢ « c*,0)

ist holomorph.

Fur x© = (Xi,...,xg) und  s° = (Si,-..,sa) gilt:
g = 3 ° = . [=2]
f(o,SO)(x,O) F(x,8°) T(x) + sy (x) + ...+ SUVM(X)
F = F o —
f(x°,0)(x’o) F(x+x°,0) f(x+x°)

ist ein Polynom in x° mit absolutem Glied
f(x). Der in x° lineare Anteil ist
wo 2L 4 4 yoof
1ox n 3
1 n

Deshalb ist die Jacobi-Matrix von © in (0,0) die Einheits-
matrix. 6 ist also ein biholomorpher Abbildungskeim.

Die Einschréankung

A n u _ _ _
0i= 8| (Cp0) —>(C. x €~ N {r;=...=r  ,=01},0)
xr r

n+1

ist ebenfalls biholomorph, weil genau fiir die kritischen
Punkte mit kritischem Wert O die Taylorentwicklung aus

M (n) ist.

Die Behauptung folgt jetzt aus den Definitionen von £, R, 7
und 6. O

Iv.2.4 Unabhédngigkeit der Stratifikation von T von der

gewdhlten minimalen transversalen Scheibe

Sind 71,75 zwel minimale transversale Scheiben mit
. .. . . . 3
C* - Aktion fir eine quasihomogene Funktion f£€ #1 (n), so

liegt folgende Frage nahe:

Existiert ein C* - dquivarianter Isomorphismus

[83)]

=: (T,,0) —> (T,,0) mit () ~ 7.(t) 2

Dabei heiBft = C* - dquivariant, wenn




1)

_(kom*t) = xo_,=(t) fir recr, teT.

Es ist nicht das Ziel dieser Arbeit, diese Frage in voller

Allgemeinheit zu beantworten. Flir bestimmte transversale

Scheiben konnen wir die Frage jedoch bejahen. Wir betrachten
im folgenden nur minimale transversale Scheiben, die wie folgt

konstruiert werden.

Konstruktion (wie in 2.3.2):

Es sei fe ﬂé(n) eine quasihomogene Singularit&t vom Typ
(wl,...,wn;d) mit isolierter Singularitdt in O. Ferner seien
wl,...,wp quasihomogene Polynome beziiglich dieser Gewichtung,
die eine Basis des Vektorraumes @U/Af reprédsentieren. Die

Polynome seien so gewdhlt,daf gilt

=1 v. = fir 223 <n+l

Y1 !

V. €41 (n) fir j 2 n+2 wp hat gquasihom. Grad dmax

AuBerdem fordern wir zusé&tzlich, daB die Differentialopera-

<
Endomorphismen des von den y. und 3% aufge-
oX. J a)\k

i . .
spannten Vektorraumes induzieren.

toren

—-—94ﬂ2(n)

n 3 f hol
t —> f + Tt — +

= 19X, .

=] 1 =

o1 3%

(=N

T
L
n

1st eine minimale transversale Scheibe fiir f.

Die C* - Aktion auf dem Parameterraum wird wie in 2.2

definiert.

Satz:

Sind Ti: Ti———%>mg(n) (i=1,2) wie oben konstruierte mini-

male transversale Scheiben mit C* - Aktion fir ein quasihomo-
3 . . . v .
genes f€ -1 (n), so existiert ein C* - &guivarianter Isomor-

phismus

83}
3
O
=
(@]

mit

Z induziert ceincen Isomorphismus

1
3
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Bewels:
. R 2 . .
(1) Es sei /: T——=4mM"(n) eine wie oben aus gl,...,wp
konstruierte transversale Scheibe.

Wir betrachten die assoziierte semiuniverselle

Deformation
-1 i 1 el -
(f "(0),0) &—> (# 7(0),0) ——> (C",0), wobei
_ K
Flx,s) = £(x) + | s.v.(x)
521 373

Wir definieren C* - Aktionen auf (f—l(O),O), (F_l(O),O)

und (C“,O), so daB 1 und i C* - dquivariant werden
(man bezeichnet dann (i'"F> als eine semiuniverselle

Deformation mit C* - Aktion):

w

= 1 n
X o X (AS xl,...,ks Xn)
xos = (A ls Fae e A Hs )
1 H

Ao (xX,8) = (Arox,x08)

Dabei ist Bj2= d - quasihomogener Grad (wj).
Die Abbildung o: (CF,O)-———a(T,O) aus 2.3.2 ist dann

ein C* - dquivarianter Isomorphismus mit

(.,0) ~, 7T(0(x°,s°)).

(x°,s°) K

(ii) Fir zwei semiuniverselle Deformationen (i,7) und
(i',n") von (f—l(O),O) mit C* - Aktion existiert ein
C* - dguivarianter Isomorphismus (¢, 4)

(siehe P. Slodowy, [S1], s. 12-13)

*(X,0) —> (s,0)

Aus (1) und (ii) folgt die Existenz eines Isomorphismuses
= (Tl,O)-———é(TZ,O)

mit den geforderten Eigenschaften. 0

I
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Iv.2.5 AbschlieBende Bemerkungen

(i) Um monomiale transversale Scheiben
- N
I(t) = £ + t.v. . Monome
T 573 Y3

zu erhalten, auf die sich das Resultat von Wirth-
miller anwenden 13dBt, lassen wir bei der Konstruktion
minimaler transversaler Scheiben in 2.3.2 noch zusatz-

lich folgende Modifikation zu:

Es sei [/: ¢“~——9'ﬂg(n) eine minimale transversale
Scheibe mit C* - Aktion, die nach der in 2.3.2 angege-
benen Vorschrift konstruiert wurde. =: C" —->c" sei
ein beliebiger C€* - &guivarianter C - Vektorraumiso-

morphismus. Wir setzen
7:= 7 oE

7 heiSt dann gute transversale Scheibe. Die in 2.2,

2.3 und 2.4 durchgefiihrten Uberlegungen gelten auch
fir die Scheiben }.
Sémtliche in V.2 angegebene minimale transversale

Scheiben sind monomiale gute transversale Scheiben.

(ii) Die Monome fir die in V.2 verwendeten minimalen trans-
versalen Scheiben fir die guasihomogenen Funktionen
sind so gew&hlt worden, daf die zugehOrigen Scheiben
die in II.2.4.4 und II.2.4.5 beschriebene Gestalt

haben.

(iii) Beil den in V.2 benutzten minimalen transversalen
Scheiben fir die gquasihomogenen Funktionen konnen wir
auf Grund von 2.3.2 den zum Monom mit dem guasihomo-
genen Grad dmax gehOrenden Parameter in unseren Unter-

suchungen o.B.d.A. O setzen.

(iv) Fir samtliche in V.2 angegebenen minimalen transversalen
Scheiben 7 gilt u(7(t)) < p(7(0)) fir t€&€ T -{0}. Auf
Grund der C* - Aktion ist lediglich 7(t) £ 7(0) fir
té.T+—-{O} zu kontrollieren. Da die Rechﬁungen hierzu

einfach sind, fihren wir sie nicht aus.

,'.n
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IV.3 Ebene Kurvensingularitd@ten und Reduktion von

Flachen- auf Kurvensingularitdten

IV.3.1 Isolierte ebene Kurvensingularitdten
g= 7 dkgxkyge w2 (2)
k+22>2

habe eine isolierte Singularitdt in O. In den Abschnitten

3.1.1 und 3.1.2 skizzieren wir, wie man den Kurvenkeim

(g_l(o),O)C(CZ,O) durch quadratische Transformationen

auflost und daraus das System der Multiplizitdtensequenzen

von (g_l

(0),0) bestimmt. Eine ausfihrliche Darstellung
findet man in [Br 5], Kap.8.4.

Dieses System der Multiplizitdtensequenzen bestimmt
eindeutig die p-Klasse von g (vgl. I.4.3.1). AuBer

den Klassen Wl7 und Wl’2 lassen sich die Arnoldschen
Klassen in*m2(2) der Modularité&t hochstens zwei bereits
durch den in 3.1.3 eingefiihrten Multiplizitdtenbaum unter-
scheiden.

In 3.1.4 beschreiben wir, wie wir algebraische Bedingungen
an die Koeffizienten dk o, von g daflr herleiten, daB8 g

einen vorgegebenen Multiplizitdtenbaum besitzt

3.1.1 Die Standardaufldsung

Ist M eine komplexe zweidimensionale Mannigfaltig-
keit und p€M, so gibt es eine zweidimensionale komplexe
Mannigfaltigkeit M' und eine eigentliche, holomorphe,
surjektive Abbildung 7: M' —> M mit den folgenden
Eigenschaften:

. ' -1 : .
(i) ﬂle\ﬂ_l(p): M'\m “(p) —— M \{p} ist biholomorph

(ii) n—l(p) ist eine 2zu Pl(C) biholomorphe Unter-
mannigfaltigkeit von M'.
(iii) Sei U eine Koordinatenumgebung von p mit lokalen
Koordinaten x,y und p=(0,0). Dann wird n_l(U)

i Uberdeckt von zwei Karten U, und U, mit lokalen




\O
ro
|

Koordinaten (ul,vl) bzw. (u2,V2) mit dem XKoordi-

natenwechsel:

auf n_l(U) ist 7 gegeben durch:

n(ul,vl) =(vl,ulvl) bzw. ntuz,v2)= (u2v2,v2).
Ferner ist n—l(p)ﬂth_={vl-0}
und n"l(p)nuz={v2 0}

Definition:

m: M' ——> M heiBt quadratische Transformation in p oder

c-ProzeB in p oder Aufblasen des Punktes p.

Habe nun gé?ﬂ2(2) eine isolierte Singularitd@t in O,

Die irreduziblen Komponenten gj (1<j<s) von g sind pai;—
weise verschieden. Sei U eine offene Umgebung von 0O€C%,
in der alle gj und g holomorphe Repré&sentanten besitzen,
welche wir ebenfalls mit gj bzw. g bezeichnen. U sei so
klein gewahlt, daB O der einzige singul&re Punkt von

g to)cu ist.
Es bezeichne C die Kurve g—l(O), Cj die Zweige ggl(o)
von C (1l<j<s).

Fihren wir einen o¢-ProzeB n,:M; —> U in O aus, so ist

1771
nll(C) die Vereinigung der exzeptionellen Kurve n_l(O)

und des strikten Urbildes

1

C 1

:=n£ (c\{0}) wvon C.

Cl ist auBerhalb von n_l(O) glatt und die Vereinigung der

(auBerhalb von = t(0) disjunkten) strikten Urbilder

C].' = n‘l

; 1 (Cj\{o}) der Kurven oF (l<js<s).

Da Jjedes gj irreduzibel ist, ist seine Taylorentwicklung
von der Form (vgl. [Br 5], p.662, Lemma 2):

AV

gy=(ax+gy) 7+ 7 a xFy mit (a,8) #0, v.>l.
J k+z>vj ke : )

Dabel 1ist vy die Multiplizitéat v(gj)= v(Cj,O) und {ax + 8y = O}
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die "Tangente" des Zweiges Cj in 0.

Ist die Taylorentwicklung in U konvergent und 0.E. o« #0

[

SO gilt beziliglich der Karte Us mit (x,y) = (u2v2,v2);
V.
o .- J401) ,
gj ™=V, gj mit
(1) L VJ . Kk k+a-vy
95 (arvplem by re) T 1A up
+Q,>\)j

Es folgt: ggl) beschreibt das strikte Urbild C% in U2 und
p= (—B/G,O)éUzﬂn_l(O) ist der einzige Schnittpunkt von
C% mit «+~1(0). Es gilt: v(C%, p);=v(Cj, 0).
Wir erhalten eine disjunkte Zerlegung I = Iyu...uI, der

Indexmenge I={1,...,s} mit Ip;4® fir 1l<p<o , sodaB

J1r Jp €I genau dann in derselben Menge I, liegen, wenn

1

die Kurvenzweige C%l und C§2 die exzeptionelle Kurve = ~(0)

im selben Punkt schneiden; also genau dann, wenn Cj] und Cj2

dieselbe "Tangente" haben.
Das niedrigste, nichtverschwindende homogene Polynom der
Taylorentwicklung von g ist dann

o n

l={ (apx-+epy)

P

Elemente desZPl(C) paarwelse verschieden.

Um eine Standardaufldsung von (C,0) zu erhalten, werden

1
(

wir Punkte auf = - (0) aufblasen, auf der dadurch definierten

Mannigfaltigkeit wiederum Punkte aufblasen und so fort:

Definition:

Wir definieren induktiv Mannigfaltigkeiten Mi und holomorphe

Abbildungen . . : Migp 7 M,y ti: Mj —> U (i20):
- Es seien MO:= U, ¢ MO ——> U die Identitat und
Ti:=ﬂl°...°'ﬂi: M; ——> U flr i>1.

- Ty Ml —> U sei der o-ProzeB in O€U.

- Flr i>1 entsteht =j,7: Mjy,] —> M;, indem wir
die Punkte aus dem Durchschnitt von rzl(O) und
Ci:=r§l(C\{O}) aufblasen, in denen C* oder x;l(O)

nicht glatt ist oder die beiden Kurven sich nicht

transversal schneiden (d.h. die beiden Kurven
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haben in diesen Punkten eine Schnittzahl grdBer als 1).

Theorem:

Es gibt ein NéeN, sodaB

CN die Kurve T&l(O) in regulédren Punkten trans-

versal schneidet und

N minimal mit dieser Eigenschaft ist.

Definition:

TN: M

N

— U heiBt Standardaufldsung von (C,0) bzw. gé‘m2(2).

Bemerkungen und Notationen:

(1)

(ii)

(1ii)

Sei i>0. Die totale Transformierte Tzl(C) ist wiederum

die Vereinigung von 1{1(0) und dem strikten Urbilad

ct.= T;l(C\{O}) von C. C

1

1 ist die Vereinigung der

strikten Urbilder ct.= (Cj\{O}) der Zwelge C4

SEE! ]
(1<j<s). Diese sind auBerhalb von TIl(O) paarweise
disjunkt. Jedes C} schneidet 171(0) in genau einem

J i
Punkt.

Flir Jjedes i>0 erhalten wir eine disjunkte Zerlegung
I==IiU...UIé(i) der Indexmenge I={l,...,s} mit

I%i‘@ fir 1l<p<o(i) (o(0):=1, I?:= I), sodaB gilt:

jl,jzélg flr ein p (1l<p<o(i)) genau dann, wenn

sich C%l und C%z im selben Punkt pg e » 1(0) schneiden.
Wir sagen: "C%l und C%Z haben Kontakt", wenn die
Ku;ven durgh denselben Punkt pé gehen, andernfalls:
"C%l und C%z sind getrennt". Den Schnittpunkt pg

von C% mit n_l(O) bezeichnen wir auch mit Pg(j) und

nennen ihn den unendlich benachbarten Punkt von O in

M;j bezilglich des Zweiges Cy.

: 1 i i+l i+1
Sind le und Cj2 getrennt, so auch le und C]2 .

Daher ist Jedes Ig disjunkte Vereinigung gewisser

Mengen I;fl der (i+l)-ten Zerlegung der Indexmenge I.
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Dabei sind jl,jzélt genau dann in derselben Index-
menge Ilfl, wenn Cg und C% dieselbe "Tancente"
;P

]
in pz haben. 1 2

_ . . -1 . o
(iv) Flr i>1 ist =, (O) eine Vereilnigung von 2zu Pl(C)
biholomorphen Untermannigfaltigkeiten von Mi,
Diese durch die o-Prozesse entstandenen Kurven

pezeichnen wir als die exzeptionellen Kurven von

Mi' 7wei exzeptionelle Kurven schneiden sich trans-

versal in hochstens einem Punkt.

(v) ¢t ist in p; singulé&r, wenn ein C% dort singuléar
ist oder mehrere Cg in pz Kontakt haben.
Fur i>1 ist nll(o) in p; singuldr, wenn zwel ex-

zeptionelle Kurven durch p; gehen,

3.1.2 Das System der Multiplizitdtenseguenzen

Es sei eine Standardaufldsung von (C,0) gegeben.

Flir jede Komponente Cj (l1<j<s) sei NjiN der kleinste
Index i, fur den C% nzl(o) in pi(j) transversal schneidet
und zu keinem strikten Urbild eines anderen Zweiges Kon-
takt hat.
Flir jeden Zweig Cj ist die Folge der Multiplizitéten
(vi) . o= (vick, ot L), L '

J'1 Jj" Fe(3) 771 i J
ton fallend und es gilt: vj= 1 fir i;Nj.

der Keime von C, in pz(j) mono-

Definition:

N.-1

(i) Die Folge (v2,..., v.? ) heist die Multiplizi-

J J
titensequenz des Zweiges (Cj,O) von (C,0) (1l<j<s).

(ii) Die Multiplizitdtensequenzen der Zweige (Cj,O)
von (C,0) (l<j<s), zusammen mit den Zerlegungen
I==IiU...UIi(i) fir O<i<N-1, heiBt das System ,
der Multiplizitidtensequenzen von (C,0) bzw. geém (2).

Bemerkung:

(i) Da die Indizierung der Zweige Cl,...,CS willklrlich

ist, ist auch das System der Multiplizitatensequenzen
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nur bis auf eine Umnumerierung der Indizes 1,...,s
eindeutig bestimmt. Entsprechendes gilt in den
folgenden Definitionen.

(ii) In [Br 1] werden die Folgen (vg,,.,, vN_l) als

J
Multiplizitatensequenzen der Zweige Cj verwendet,

Notation:
Wir setzen im folgenden o0.E. voraus, daB die Indizes 1,...,s
und die Mengen Il,...,Il (1i20) so numeriert sind, daB

(i)

(i) die Indizes in Jjeder Menge I; fortlaufend numeriert

sind, d.h.: I;= {%,%8+41,...,%+r} flir geeignete %&,r,
(ii) die Mengen Il,...,Ii(i) (i20) gemaB den aufsteigen-
den Indizes 1,...,S geordnet sind, d.h.: Aus jl;j2
. i . i
und ]lélp ’ 32610 folgt: ol;oz.

1 2

Das System der Multiplizitdtensequenzen laBt sich
dann wie folgt graphisch darstellen: Der Multiplizitaten-
sequenz eines Zweiges (Cj,o) ordnen wir N.-1 Ubereinander-
liegende Punkte zu, die von unten nach oben mit vg,...,v§j—l

bewertet werden, z.B.:

.
—
—
I
<

.

—

—
"
<

.
[\
1}
<

.
N
1}
<

L. O Wk U W
~

Diese Graphen ordnen wir flr wachsenden Index j (1<3j<s)
von links nach rechts nebeneinander an. Wir verbinden
die mit vI und
i i
j+1

bewerteten Punkte durch eine Strecke,
), z.B.:

vl
J+1

wenn C; und C Kontakt haben (d.h. j,j+l€I;

(J)

1- (Dies ist das System von Multi-
2 - 1- -1 plizitdtensequenzen der Klasse
2 i ——-1 T )

1 267
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Eine andere Art der Beschreibung wird durch eine
Nxs - Matrix (v..) mit
1]
i .
v> falls i<N.-1
J =]

VigiT , (0<i<N-1, 1l<j<s),
J 0 sonst

und einer Nx(s-1) - Matrix (uij) mit

i i
1 falls Cj und Cj+l

uij:= Kontakt haben , (O<i<N-1, 1l<j<s-1),

O sonst

gegeben.

Die Arnoldschen Klassen in 7n2(2) der Modularitat
hochstens zwei sind durch die zugehdrigen Systeme der
Multiplizit&tensequenzen eindeutig gekennzeichnet
(vgl. I.4.3.1). Ihre Systeme der Multiplizitdtensequen-
zen sind im Anhang A.7 angegeben.

Um diese Klassen durch moglichst wenige Eigenschaften
charakterisieren zu konnen, flhren wir nun den Begriff

des Multiplizita@tenbaumes ein.

3.1.3 Der Multiplizitdtenbaum

Wir setzen welterhin eine Numerierung mit den Eigen-

schaften (i) und (ii) aus 3.1.2 voraus.

Ist fur i>0 die Zerlegung I =IilJ...uIi(i) der Index-
menge I = {l,...,s}_gegeben, so sei gl die Menge aller

Ii (1l<p<o(i)), die mindestens zwei Elemente enthalten

J

oder fir die ein jeli mit vi>2 existiert. Iiéjl gilt also
genau dann, wenn cl in pi singular ist.

Jedes Ii ist die disjunkte Vereinigung gewisser
pitl 7 isl
p| AR 4 Q'+>\

FUr O<x<x sel

der (i+l)-ten Zerlegqung von I,

n; sei das Zahlentupel (n; P o}
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Bemerkung:

n' ist also die Summe der Multiplizit&ten v(C;,pl

Prx 1 1 . . i J o)
derjenigen Kurven Cj durch pp, die in pp dieselbe

"Tangente" haben. Wird das strikte Urbild Cc'! von C in pi
durch die lokale Gleichung g(u,v) =0, p; = (0,0), be-
schrieben, so beginnt die Taylorentwicklung von & in (0,0)

mit .
x L
[ T(a u+s v) Pek, (¢ _s8 ) als Elemente des P, (C)
k=0
paarweise verschieden.
Definition:
. 0] N-1 . .
Die Mengen 77 ,...,7% , zZusammen mit der Zuordnung
; )

I
P

—> n; (0O<i<N-1, IZe‘jl) nennen wir den Multipli-
zitdtenbaum von (C,0) bzw. ge‘m2(2).

Bemerkung:

Der Multiplizitdtenbaum ist aus dem System der Multipli-
zitaten berechenbar.

Die Numerierungen 1,...,s und Ii"“’li(i)
nun so gewdhlt, daB auBer den Eigenschaften (i) und (ii)

seien

aus der Notation in 3.1.2 gilt:

,3 (iii) Die Zerlegung Iz= I;+lu...L/I§ti ist so durch-
‘ numeriert, daB bei wachsendem Index o'+x (O<k<))
i+1

zunachst die zu 7 gehorenden Mengen gezihlt

. i+1 i+l i+l Si41
werden; d.h. aus Ip'+Klé 7 und Id*mz & 7

folgt 1« <«,.

Den Multiplizitdtenbaum stellen wir dann graphisch
wie folgt dar: _
Jedem Igéji ordnen wir filr O<i<N-1 einen mit dem Zahlen-
tupel ni bewerteten Punkt zu und ordnen diese, bei
wachsendem Index o, von links nach rechts nebeneinander.

Diese Graphen ordnen wir, unten mit joz {I} beginnend,

Ubereinander an.
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Wir verbinden 1t und Ilfl durch eine Kante, wenn
i+l i P °
I, CI
P o
Z.B. hat die Klasse T26 7 das im Abschnitt 3.1.2 angege-
bene System von Multiplizit&tensequenzen und folcenden

Multiplizit&tenbaum:

2 \\\v/// (1,1)

(2,2)

Vergleicht man die Multiplizitd@tenbdume der Arnoldschen

Klassen in 4n2(2) mit der Modularit&t hdchstens zwei, so
sieht man, daB sie, auBer fir die Klassen w17 und W1,2’

alle voneinander verschieden sind. Wir erhalten daher:

Satz:

Sei g ew3(2) eine isolierte Singularitdt mit der Modulari-
tat hochstens zwei, Hat g den Multiplizitdtenbaum

*(1,2)
° 4 ’
so gehOrt g zu einer der Klassen wl7 oder Wl 9 Hat g
den Multiplizit&tenbaum einer von wl7 und Wl 5 verschiede-
I

nen Arnoldschen Klasse der Modularitdt hochstens zwei,

SO gehdrt g zu dieser Klasse.

Bemerkung:

(i) Die Klassen Wy, und wl,2 lassen sich z.B. wie folgt
unterscheiden: Blast man eine Singularitdt dieser
Klassen einmal auf, so besteht das strikte Urbild
aus einem glatten Zweig und einer Neilschen Parabel.

Gehdrt nun die Singularit&t zu W so schneidet

177
die glatte Kurve die exzeptionelle Kurve (E) trans-

versal, im anderen Fall tangential:

W17 o | 1,2 *—\_\L—//
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(ii) Die Singularitdten f ew?(z) der Modularit&t hdchstens
zwel haben hGchstens die Multiplizitdt vier. Die

Kurvensingularitaten der Multiplizitdt vier wurden

von Arnold [ Ar 3] vollst&ndig klassifiziert.,

Mit den in ([Br 5], p. 699 - 742) beschriebenen
Methoden lassen sich systematisch alle moglichen
Aufldsunggraphen und die zugehdrigen Systeme der
Multiplizitdtensequenzen der Singularitdten fe'ng(Z)
der Multiplizitdt hochstens vier bestimmen.

(Diese entsprechen eineindeutig den von Arnold an-
gegebenen Klassen (vgl. [Si 2] und [wWal).)

Berechnet man daraus die MultiplizitdtenbZume, so

gehdren nur zum Graphen

*(1,2)

verschiedene Systeme von Multiplizitdtensegquenzen

12k +5 und wk'2 (k>1)).

Insbesondere unterscheiden sich die Multiplizi-

(namlich die von W

tdtenbdume der Klassen der Modularitit hdchstens

zwel von denen aller anderen u-Klassen.

3.1.4 Ein Verfahren zur Herleitung algebraischer Bedin-

gungen

Es sei g€7ﬂ2(2) eine Singularitdt mit cder in einer

offenen Umgebung 06UcC2 konvergenten Taylorentwicklung

) d ukvz.

L
k+e>2 Kia

Wir beschreiben nun ein Verfahren, mit dem wir induktiv

notwendige und hinreichende Bedingungen an die Koeffizi-

enten dk . dafir herleiten kénnen, daB g einen vorgegebenen

Multiplizitatenbaum besitzt,
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Wir gehen, mit I?=={l,,..,s} und 99 1:=9 beginnend,
nach den folgenden Regeln vor:

Es sei I;ﬁjl (O<i<N) eine Indexmenge, die einem Punkt des

Multiplizitdtenbaumes entspricht.
Zu I; gehOrt eine Zerlegung It = Il+lu,..\JI;2i

: .
I, o und ein

Zahlentupel n' = (n? ,..., N> ). Von der holomorphen Funktion
P e,0 Py
g. := 7 délép) uk vt

LiP kags2 K

sei verlangt, daB sie bezliglich lokaler Koordinaten (u,v)
das strikte Urbild C' der Kurve g_l(o)c[J im Punkte
p;==(O,O)eMi entsprechend dem Multiplizitdtenbaum beschreibt.

Da C' im Punkt pi die Gesamtmultiplizitit

S

haben soll, erhalten wir die Gleichungen:

i,0)

(i, _ ..
dk,z =0 fur k+ g <wv.

Ferner muB der Tangentialkegel entweder durch

. A n
(*) ) d,il;°)ukv“=d T (u-a v) °Prx
k+a=v ! k=0

beschrieben werden, wobei dv O#O und die Ai fir festes
1

\]
rp tk
1 paarweise verschieden sind, oder es gibt einen Index

O<k<x mit i

(**) v d(i’p)uk\ﬂ’=d vnTlT(u-A v)np’K
L_ k,2 v-n,n _ i,p" +x !
K+x=v k=0
KFEK
. _ i . y . B
mit n.—nplz, dv—n,n#(a und die Ai,p.+K fur festes i paar

welse verschieden,
Im Extremfall sind also x+2 Fallunterscheidungen mdglich.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir fiir jeden Fall
(ilp)

von
K,2

v algebraische Gleichungen an die Koeffizienten 4

gi,p'
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Es bezeichne

und G die rechte Seite von (*) bzw. (**),

2) Fir jeden Index O<x<x fahren wir wie folgt fort:

1. Fall: G hat die Gestalt

1

V)nP(u,v) mit n:=n ,
pPysK

g A G=(U—Ai,p|+K

| P(u,v) homogen vom Grad v-n, (u-—Ai - v) kein Linear-
r P K

faktor von P. Durch den Koordinatenwechsel

X:=u-24a v, Y:=V

i, o'+«

ST T

geht G lber in

s s

n
X P(x-rAild+Ky,y)

und gi,p geht Uber in

- =(i+1l,p'+x)_k 2
g. v, =} d X'y
i+1l,0' +k k+2> v k,%
(Dabei ist
a(i+l,¢+<)= % k+v) [ (i,0) )
k, 2 Ql_io k 1,0+ "k+2',2-2¢
Fiihren wir einen o-ProzeB in pz aus, so muB gelten:

Bezliglich lokaler Koordinaten (4,V) mit (x,y) = (3V,¥)

wird das strikte Urbild Cl+l in piﬁ&(= (0,0) beschrieben

durch:

N d(i+l,b'+K) Gk .= ) a(i+1,p’+.<) gk §k+£—v

g. =
i+1,p0 +x ‘.Ll k,2 N k,2

K, k+2>

+1

'+K
. i+ i + . .

gilt also Izti<€gl l, so ist das Verfahren mit

Entspricht I; einem Punkt des Multiplizit&tenbaumes,

(i+l,f3'.+|<) ak \71

.= q - T
Iit1, o 4T CLU-A et 9%

k>0

. 1+1 :
im Punkt pp“+Kglatt sein,

i,0"+x’

fortzuflihren. Andernfalls muB Cl+l

also n=1 oder déizl'N+K);£O gelten.

lIlIlll..IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIllllllllllllllllllllllll




2. Fall: G==vnP(u,v), n:=n; .+ P homogen vom Grad v-n,
4

v kein Teiler von P.

Wird ein o-ProzeB in p; ausgefihrt, so muB bezliglich der

Karte (u,v) mit (u,v)=(0,uv) gelten: Das strikte Urbild
von c ™! wirg in pgﬁi = (0,0) beschrieben durch:
~ T (i+1,0'+x) ~k ~2 T (1,0) ~k+2=v~2
. = d ! u'v o= d, u Vo,
Fi+1,0 +x kfﬁ k,% k+éiV ki, %
bzw.
= ~ v (l 1,0"+x) ~k ~2
gi+l,p'+K :=G(1,v) + k>l k, uv
£>0
+
Gilt I;ti 651 l, so ist das Verfahren mit Jit1, 0 4x
fortzufihren. Andernfalls muB das strikte Urbild in p.+i

glatt sein, also entweder n=1 oder es muB gelten:

(i+1,0"+x)

dl,O # 0.
In jeder Ungleichung oder Gleichung sind die Koeffizienten
délép) rekursiv durch die Koeffizienten dk o, von g auszu-
14 14
dricken.
Bemerkung:

In Regel 1) wurden durch Koeffizientenvergleich aus dem
Ansatz (*) bzw. (**) v Gleichungen an die Koeffizienten
von gi'p gewonnen. Aquivalente Bedingungen kdnnen wir

wie folgt erhalten:

Flir jeden Index O<x<x ist der Ansatz

p) K % )N

. u v = (u-aA. \Y

\\ d ’
L ;0 i,0 +x

kK+e=v

P(u,v)

Ko~

dazu aquivalent, daB das strikte Urbild von
¢ 1 oa ,ufvt=o0)
k+te>v
nach dem im Fall 1 der Regel 2) beschriebenen Koordi-

natenwechsel und o-ProzeB die exzeptionelle Kurve {v=0}

in (0,0) mit der Vielfachheit n schneidet.
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Beschreibt

~ (i+1,p'+x) Kk &
= T !
gi+l,&+K d u-v

L
) k,%

dieses strikte Urbild, so muB §i+l,w+K(U'O) also die

Ordnung n in O haben, d.h. es muB gelten:

df(lgl"’ <) 2 0 fir o<k<n

14

i und

| (i+1,0" +x)

| dn,o # 0.

| Dabei konnen wir d(l+l’p ) berechnen, indem wir d(l+l'p )
k,o 0,0

k-mal formal nach der Variablen Ai differenzieren

ID'+K
und durch k! dividieren.

Entsprechend ist der Ansatz

uk\z =vnP(u,v)

im zweiten Fall &dquivalent zu:

(i+1,p"+x)
OIR'

A il

d =0 flir O<a<n

und

(i+1,p0" +x)
O,n

d # 0.
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Iv.3.2 Reduktion der Untersuchung von Flachensingula-

ritdten auf Kurvensingularitéaten

Definition:

Sei ﬂxdum=awdﬂzz+MXd)z+dxd)GOH)
Dann bezeichnen wir mit

§ Azf(X,y)=4a(X,Y) C(le)—bz(x’y)é@(z)

die Diskriminante von f.

3.2.1 Zur Bestimmung von Fl&dchensingularitdten, deren
Korang zwei ist, benutzen wir die folgende Beobachtung

von Brieskorn [Br 2] :

Lemma:

Sei f(LyJ)=deU22+MXJ)z+dxd)6wgﬁ)

mit b, c€O(2) und a<O*(2) eine Einheit.

Dann gilt: 2
frn_ z°4+ 0 £
K Z

\ Beweis: Es ist ffw<4af. Substituieren wir
1
| Z —> 2a(Z-—b) ’

so folgt: 4af=4a222+4abz+4ac«szz+4ac—b2=22+Azf O

3.2.2 Es sei f’Eﬁg(B) eine isolierte Singularitat, deren

Tangentialkegel ein Kegel Uber einer kubischen Kurve in

P.(C) ist, die nicht beziliglich geeigneter Koordinaten durch

2
{z3==O } beschrieben wird. (Diese Voraussetzung ist fur
die uni- und bimodularen Singularitdten fe4¢§(3) erfillt.)
Bezliglich geeigneter Koordinaten hat f die Gestalt

f(x,y,2) =Y22+bl(x)z+ c(x,y) 61143(3),

die C.T.C Wall als Pranormalform bezeichnet.

(Dies folgt leicht mit den Methoden aus dem Beweilis des
Lemmas in 3.2.4 .)

In seiner Arbeit [Wa] (§3) klassifiziert er Singularitdten

in dieser Pr&normalform, indem er die Beziehung zu 1ihrer
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Diskriminante 6,f analysiert und so die Untersuchung auf
die Klassifikation von Kurvensingularitdten reduziert.
Wir wiederholen im folgenden die von uns verwendeten
Resultate der Arbeit.

Theorem (Wall):

33y,

dann gilt fir die Milnorzahlen von f und Azf:

Sei f(x,y,z)==y22+-bl(x)z+-c(x,y)e£7n

w(g) =u(a £)-1.
Beweis: [Wa], §7, Theorem 3. 0

Korollar:

Sei f(x,y,z)==a(x,y)224—b(x,y)za-c(x,y)t£7ﬂ3(3)

mit b, ceO(2) und ac m(2) -t (2).

Dann gilt:
' u(f)=u(Azf)—l.
g Beweis: Wir kOonnen o.B.d.A., voraussetzen: -%3(0,0)#(3.
{ Bezeichnen dann
9 (CZ,O) o (CZ,O) bzw.
| v: (¢3,0) — (c3,0)
; die Koordinatenwechsel
% X —> X, y+—> a(x,y) bzw.
| X —> X, y+—> a(x,y), z +— z,
so gilt:
fow—l=5y224-(bo¢_l)z-+(Co¢—l) und
b (Eev™h) = a(coo )y - (boo T2 = (4 _f)oeTl
Es seil
(bos™ ) (x,y) =2 by (x) + b (x,y)y.

Substituileren wir

N 1
z*—vz—ibﬂxd),

so hat dies keinen EinfluR auf die Diskriminante und
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Uberfihrt fow_l in einen Funktionskeim, auf den obiges

Theorem anwendbar ist. O

3.2.3 Es sei

F(X,y,z)==y224‘b(x,y)z+-c(x,y)

ein homogenes Polynom dritten Grades, fir das die Null-
stellenmenge in P2(¢) eine kubische Kurve C ohne mehr-
fache Komponenten ist. Dann ist b(x,y) #0 oder c(x,y) #O0.
Der Punkt (0,0,1) ist ein reguléarer Punkt von C mit
Tangente {y =0}.

AZF ist ein homogenes Polynom vierten Grades in zwei
Veréanderlichen, Die Vielfachheiten der verschiedenen
Linearfaktoren von AZF definieren ein Tupel natirlicher

Zahlen k
\)=(\)l,...,\)k) mit \)ie]N, 2\)i=4, k<4,
i=1
das den Typ von AZF (gemé@B der Einteilung in Kapitel I,
3.2.1) beschreibt.

Die folgenden Tabellen aus [Wa], §3, beschreiben
die Beziehung zwischen dem Typ von C und der Partition
v von AZF. Diese Beziehung héangt davon ab, ob die Gerade
{y==O}<:P2(¢) eine Komponente von C ist (diese Féalle
sind in den Tabellen mit * gekennzeichnet). Diese
Bedingung ist agquivalent zu: Der Punkt {y =0} ePl(C)
ist eine mehrfache Nullstelle von AZF (die entsprechende
Vielfachheit vy ist unterstrichen).

Tabelle I

Typ von C Partition v

nichtsinguldre Kubik (1,1,1,1)

irreduzible Kubik mit Doppelpunkt (2,1,1)
Quadrik mit Gerade in allgem. Lage (2,2)

oq
* Quadrik mit Gerade in allg. Lage /Qa/ (2,1,1)
v

* drei Geraden in allg. Lage




‘
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Tabelle II
Typ von C Partition v
irreduzible Kubik mit Spitze ‘<: (3,1)

Quadrik mit Gerade in spezieller Lage 4:5 (4)
* Quadrik mit Gerade in spezieller Lage 4i§ (3,1)

* drei Geraden in spezieller Lage :*i (4)

3.2.4 Fiir Singularitdten f der Gruppierungen Q und S

in einer speziellen Prédnormalform untersuchen wir nun

die Beziehung der Arnoldschen Klassen von f und Azf.

Die Ergebnisse verallgemeinern geringfligig die entsprechen-
den Resultate aus [Wa], §3.

Definition:

fe#3(3) ist in (Q,S) - Prénormalform, wenn

£=yz2+blx,y)z +clx,y)

und wenn die Gerade {y==O}<ZP2(C) weder Komponente noch
Wendetangente der durch den Tangentialkegel von f definierten
kgbischen Kurve in P2(¢) ist, wenn also der Koeffizient vor
x“z in der Taylorentwicklung von f nicht verschwindet.

Bemerkung: Mit den Methoden des folgenden Beweises
sieht man, daB jede isolierte Singularitdt aus der Grup-
pierung Q oder S rechtsdquivalent zu einer Singularitat

in (Q,S)-Prdnormalform ist.

Lemma:

Es sei ft64ﬂ3(3) (O<t<l) eine stetige Familie isolierter
Singularitaten mit v(ft)= 3 und u(ft) <k_O fir ein koé N.
fO und fl seien in (Q,S)-Prdnormalform, Flir jedes t zer-
falle die durch den Tangentialkegel von ft definierte
Kubik Ct nicht vollstdndig in Geraden, d.h. Ct seil irredu-

zibel oder die Vereinigung einer irreduziblen Quadrik

und einer Geraden. Es existiere ein stetiger Weg xtePZ(C)
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(O<t<l) mit x.=x,=1(0,0,1), sodaB fir jedes t «x ein
- 0 1 t

reguldrer Punkt von Ct ist, der nicht auf einer linearen
Komponente von Ct liegt bzw. kein Wendepunkt von Ct ist.
3(3) (O<t<1l) 1in

(Q,S)-Pranormalform mit fo==fo, fl= fl und ft'vat fir O<t<l.

Dann existiert eine stetige Familie ftéﬂﬂ

(k

Bewels: Wir konstruieren induktiv Familien ft

) (3gkgk )y
fliir die der k-Jet in (Q,S)-Prédnormalform ist:
Man sieht leicht, daB es eine stetige Familie linearer

Koordinatenwechsel ¢, (Ogt<l) mit o, =9¢,
daB oy den Punkt (0,0,1) auf Xy und die Gerade {y =0}

auf die Tangente von Ct in Xy abbildet. Dann wird der

= id€3 gibt, so-

3-Jet von

A R

durch ein homogenes Polynom vom Grad 3
2
Ft(x,y,z)= A Y2 +—bt(x,y)z-rct(x,y)
mit ».€C - {0} und von Null verschiedenem Koeffizienten

t
vor xzz beschrieben. Wir konnen o.E. annehmen,

das Ap = 1 gilt, also j3(fé3)) in (Q,S)-Pré&normalform ist.

oF 2 ab 3C

(k) gegeben., Da —;—-=z +—2 +

t
138t sich der homogene Anteil vom Grad (k+1) der Taylor-

Flir k>3 sei f

entwicklung von fék) schreiben als
oF

Vt(XIYIZ) _3;;2 + Bt(XrY)Z + Ct(xly)l
wobei Vi Bt und Ct stetig von t abhé&ngen, Ve homogen
vom Grad k-1 ist und vo==vl==0.

Der Koordinatenwechsel
X —> X, YF—>Y-VUXAHZM z —> z
| hidngt stetig von t ab. Da

oF
t k+2
F(X,Y-Vt,z)==F(x,y,z)-vt-3§— mod “m ,

sieht man durch Betrachtung der Grade, daB dieser Koor-
(k+1)
t

fiihrt, fir die der (k+l)-Jet in (Q,S)-Pranormalform ist.

(k)

dinatenwechsel ft in eine Familie £ (O<tgl) Uber-
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(k
(k) ©
konstruiert, so erhalten wir, da alle ft o) ko-bestimmt

Haben wir auf diese Weise eine Familie f o) (0<t<l)

|
o

sind, eine Familie ft. mit den geforderten Eigenschaften,
indem wir den Anteil der Taylorentwicklung der Ordnung

k,+l von féko) entsprechend ab&ndern. O

Satz:

Es seien f, g €7ﬂ3(3) isolierte Singularitéaten in (Q,S)-
Prdanormalform. Dann sind &dgquivalent:

a) Es gibt eine stetige Familie fte—m3(3) (O<t<1l) mit

0
, - u(ft> =u(g) fir t>0
é - der Typ des Tangentialkegels von ft ist fir t>0
i konstant,

b) Es gibt eine stetige Familie htéﬂyﬁ(Z) (0<tz1l) mit
- h_O=AZf, hl=Azg
- u(ht)=u(Azg) fir t>0.

Beweis:

fe—> ", Es sei ft eine Familie mit den in a) genannten

Eigenschaften. Die durch den Tangentialkegel von f, definierte
Kubik bezeichnen wir mit Ct'
Dann existieren eine Zerlegung

_(0) (1)

0 t <. ..<t =1

des Intervalls [0,l1] und Geraden

1(1),,,

,,z(r) € PZ(C)

mit: - (0,0,1) éﬂ}l), Q(r).

- Flr 1<<r und g(3-1) (3) schneidet die

(

Sttt
Gerade ¢ 3) die Kubik Ct in genau drei verschie-
denen regularen Punkten der Kubik, die keine

Wendepunkte sind.

Da die Kubiken Ct nicht vollstdndig in Geraden zerfallen

und da irreduzible algebraische Kurven in P.(C) unter

2
kleinen Stdrungen irreduzibel bleiben, folgt mit dem Satz

iber die stetige Abhdngigkeit der Nullstellen eines
Polynoms (siehe z.B. [Fo], §6, Lemma 2):

| .




s
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Es gibt stetige Wege xéj)EPZ(C) (l<j<r, t(j“l)itzﬁt(j))
mit:
1 r
xé )=x§ )=(0,0,l)

e

der nicht auf einer linearen Komponente von Ct

€ z(j)ﬂ Ct ist ein reguladrer Punkt von Ct’

liegt und kein Wendepunkt ist.

Nach obigem Lemma existieren also stetige Familien féj)e‘w}(B)

(l<i<r, t(j'l)itzgt(j) ) in (Q,S)-Prdnormalform mit

(1) _ (r) _
- fo "‘f, fl “g
A D

ft Rf

Da eine irreduzible Kubik ohne ihre Singularit&ten und
Wendepunkte sowie eine irreduzible Quadrik in P2(C) ohne die
Schnittpunkte mit einer Geraden wegzusammenhdngend sind,
folgt fir lijiff% mit obigem Lemma die Existenz von steti-
rAW)

gen Familien fs in (Q,S) - Pranormalform mit

=(3) _ (3) =(3) _ c(3+1)
- £ =f v £ =f .

0. t(j) 1 ¢ (3)
_ f(]) N

s "R (9
Insgesamt folgt also die Existenz einer stetigen Familie
in (Q,S)-Prédnormalform mit den in a) genannten Eigenschaf-
ten. Ubergang zur Diskriminante b, liefert aufgrund
der Milnorzahlformel in 3.2.2 eine stetige Familie mit

den in b) genannten Eigenschaften.

Te="1 Es sei eine Familie h, (Ogtgl) mit den in b)
genannten Eigenschaften gegeben. Flr t #0 ist die Milnor-
zahl von ht’ also das System der Multiplizit&tenseguenzen
und somit der Typ des Tangentialkegels konstant. Wir
konnen o.B.d.A. annehmen, daB

f(X,y,z)==y22+-b(x)z4-c(x,y),

9(X,y,2)==y224-5(x)z+-6(x,y)

und daB alle ht Polynome sind.
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Die Koeffizienten vor x4 in den Taylorentwicklungen von

ho und hl sind von Null verschieden,

Man sieht leicht, daB dann eine stetige Familie linearer

Koordinatenwechsel ¢t mit ¢o= ¢l= idcz existiert, flr

4

die gilt: Der Koeffizient vor x* in der Taylorentwicklung

von

'oo= o
ht : ht oy (0LtLl)

ist von Null verschieden, d.h.
4

hé(x,y)=-—Bt(x)x -+4yct(x,y)
mit BEO*(1) eine Einheit und c € (2).
Da alle Bt Polynome sind, folgt:
Es gibt eine stetige Familie bté O*(1l) (0Lt<l) mit:
- bo(x)x2==b(x), bl(x)x2==i5(x)
2 _
- by =B

t r ’ t t !

Da fi'ﬁzg, folgt in diesem Fall die Existenz einer Familie

mit den in a) genannten Eigenschaften. 0O
Theorem:

Es seien f, g 6479(3) uni- oder bimodulare isolierte
Singularitdten aus den Gruppierungen Q und S in (Q,S)-
Pranormalform. Dann gilt:

(1) £~ 9 = 2,f~ 8,9

H b A u
(ii) f——-ﬁg sl Azf——-u—>Azg

(iii) £ liegt in der Arnoldschen Klasse X der Gruppierung
Q oder S genau dann, wenn A f zu der Arnoldschen
Klasse Y<:¢w (2) der Grupplerung Z oder W entspre—

der folgenden Bijektionen gehoOrt:
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X <~ Y
T3 3, (£23) < Ty 4,r41 (£23)
Q Qj (j=10,11,12,16,17,18) <— 24 (j=11,12,13,17,18,19) } 2
. 1> G—> i 1>
LQ2:J (320) zl'J (320) )
T3,q,r (9r124) < Ty qe1,r+1 (9rT28)
S. (j=11,12,16,17) «~— W. (j=12,13,17,18)
s4 ] W
. 1>0 «—> W . 1>
Slr] (320) 1,3 (320)
# : 4 .
S . >1 «—> W . >1
51,5 (321) 1,7 (321) ]
Beweis:
zu (iii): Es sei XCJm2(3) eine Klasse aus der Gruppierung

Q oder S und f €X in (Q,S)-Pré@normalform.

Wir geben zundchst ein f'€ X in (Q,S)-Prédnormalform an, fir
das besonders leicht zu sehen ist, das Azf' in der Klasse

Y gemdB der angegebenen Bijektion ist, und das mit £ durch
eine stetige Familie mit konstanter Milnorzahl und konstantem
Typ des Tangentialkegels verbunden werden kann. Azf ist dann

U - homotop zu Azf‘ und - da die Modularitdt filir Kurvensingu-
laritdten eine Invariante unter u - Homotopie ist - nach I.1.3
ebenfalls in Y.

a) X aus der Gruppierung S; X # Tpc;r:
f ist dann rechts&dquivalent zu einer Singularitat f'
aus der im Anhang A.l angegebenen Normalform von X,
f' ist in (Q,S)-Prédnormalform und offenbar gilt Azf'é Y

gemdB der angegebenen Bijektion,

b) X aus Gruppierung Q; X#qu .
F ist rechtsdquivalent zu einem f" aus der Normalform

von X im Anhang A.l. Es ist
£ (x,y) = y22+-c(X,y),

wobei der Koeffizient vor x3 gleich 1 ist. Offenbar ist

Azf"éZY gemaB obiger Bijektion.
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d)
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Der Punkt (0,0,1) ist ein Wendepunkt der durch den
Tangentialkegel von f" definierten irreduziblen Kubik
C" mit der Wendetangente {y =0}.

Da es einen stetigen Weg regularer Punkte xtéC" (0<t<1)
mit xo==(0,0,l) gibt, sodag X fiir t #0 kein Wendepunkt
von C" ist, folgt mit dem Beweis des Lemmas:

Es gibt eine stetige Familie ftéfﬂé(3) (O<t<l) mit:

- fo==f

- £ gt (0<t<1)

- Flr t#0 ist ft in (Q,S) - Préanormalform.
Azfl ist py-homotop zu Azf" und folglich in derselben

Arnoldschen Klasse wie Azf". Wir setzen f':= fl‘

X=T3 3 3
Jedes f€T3,3'3

Singularitéat

ist bekanntlich rechtsdquivalent zu einer

. 2 3 2 3 3 2
£'(x,¥,2) =yz° - %7 +9,xy" +93Y", 9,,93€C, 9;-279370
in WeierstraB - Normalform.,

Der Beweis folgt also analog wie b).

X=T3 q,c' *773,3,3
Die Singularitdten dieser Klassen sind kontaktaqui-

valent. Fir

g r

£'(x,y,2) =y22-+x(x—y)z-+x +y

sieht man leicht

L
T
the 3,9,r
und

b E'ET) ge1,r+1

(i) und (ii) folgen analog mit obigem Satz.




Bemerkungen:

a)

b)

c)

Entsprechende Aussagen gelten speziell fir Singulari-
tdten aus der Gruppierung Q in der speziellen Pra-
normalform

yz2 + c(x,y)em’(3),

bei der der Koeffizient vor x3 nicht verschwindet.
(Die Gerade {y =0} ist bei dieser Pranormalform Wende-
tangente der durch den Tangentialkegel definierten

Kubik.)

Sind f und ge7ﬂ3(3) aus der Gruppierung S in der
anderen moglichen Prénormalform gegeben, bei der die
Gerade {y =0} eine Komponente der durch den Tangential-
kegel definierten kubischen Kurve ist, so folgt mit

dem Beweis des Theorems:

f mu g = Azf "l 5,9.

Die Umkehrung ist falsch:

Ist z.B, feT (g,r>3) in dieser Pranormalform,

31(21r
so folgt a_feT mit s=q+r-2 (siehe [Wa], §3).
z 2,4,s
Flr feTp q,r (p,9,r>3) aus der Gruppierung U in
4 14
Pranormalform gilt:
AzféTz,p+l,q+r—2 oder
AzfeTZ,q+l,p+r—2 oder

Azf6T2,r+l,p+q—2’

wobei Jjede dieser Moglichkeiten durch geeignete Wahl

von feT auftritt.
Prd,IL






