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Einleitung

Eine Hierarchie innerhalb der isolierten Singularitäten von holomorphen Funktionskeimen
wird durch die Vereinfachungsrelation definiert. Wir sagen, daß eine isolierte Singularität
5 2 m2(=) sich in eine isolierte Singularität 6 2 m2(=) vereinfacht (deformiert, 5 �!̀ 6),
wenn durch eine kleine Störung von 5 Singularitäten erzeugt werden können, die zu 6
`-homotop sind. (Die `-Homotopie ist eine grobe Äquivalenzrelation im Vergleich zur
Rechts- und Kontaktäquivalenz.)

Es ist keine allgemeine Methode bekannt, mit der über die Existenz einer Vereinfa-
chung zwischen zwei beliebig vorgegebenen Singularitäten entschieden werden kann. Alle
bisherigen Arbeiten über Vereinfachungen zwischen isolierten Hyperflächensingularitäten
beziehen sich auf eingegrenzte Gruppen innerhalb der untersten Stufen der Hierarchie.

Ein gewisses Maß für den Rang einer Singularität in dieser Hierarchie ist ihre Mo-
dularität. Die Klassifikation von Arnold (vgl. [Ar3]) erfaßt alle isolierten Singularitäten
von Hyperflächen mit Modularität höchstens zwei. Die 0-, die 1- und die 2-modularen
Klassen gliedert Arnold jeweils in unendliche Serien und in exzeptionelle Klassen. Dabei
ergeben sich sowohl für die unimodularen als auch für die bimodularen Singularitäten
jeweils vierzehn exzeptionelle Klassen, die in vielerlei Hinsicht verwandte Züge tragen.

E. Brieskorn hat die Vereinfachungen der Singularitäten aus den vierzehn von Arnold
entdeckten exzeptionellen unimodularen Klassen innerhalb der unimodularen Singulari-
täten untersucht ([Br2]). Er beschreibt, wie sich dieses Vereinfachungsverhalten in rein
arithmetischen Eigenschaften ihrer Milnorgitter widerspiegelt ([Br3]).

Ein Teil der Vereinfachungen der Singularitäten aus den exzeptionellen bimodularen
Klassen ist durch die Arbeit [Lau3] von H. Laufer bekannt. Wir werden das Verein-
fachungsverhalten dieser Klassen in der vorliegenden Arbeit weiter untersuchen. Dabei
werden wir uns an den Methoden der Arbeit [Br2] von E. Brieskorn orientieren.

Ein Hauptergebnis unserer Arbeit ist die Bestimmung aller Vereinfachungen der Sin-
gularitäten aus den exzeptionellen bimodularen Klassen

⇢18, ⇢19, ⇢20 ,17,,18 *16
/17, /18, /19 (16, (17
&16,&17,&18

in die uni- und bimodularen Singularitäten.
Wir zeigen, daß – analog zu dem Vereinfachungsverhalten der 0- und 1-modularen

Singularitäten – diese Vereinfachungen nicht von den Repräsentanten der exzeptionellen
Klassen abhängen, d. h. wenn eine Singularität aus der Klasse - sich in die Singularitäten
einer Klasse. vereinfacht (wir schreiben dann: - 9�! . ), so gilt dies für alle Singularitäten
aus - (wir schreiben dann: - 8�! . ). Die gefundenen Vereinfachungen sind in einer Tabelle
enthalten, die aufgrund des Umfangs dieser Arbeit sowohl im Anschluß an diese Einleitung
als auch im tabellarischen Anhang A reproduziert ist.
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Es ist nicht zu erwarten, daß das unterschiedliche Vereinfachungsverhalten der ver-
schiedenen exzeptionellen bimodularen Klassen in einer zum unimodularen Fall vergleich-
baren Weise in arithmetische Eigenschaften der Milnorgitter zum Ausdruck kommt. Denn
nach W. Ebeling haben zum Beispiel ⇢18 und &18 isomorphe Milnorgitter.

Es gibt aber eine stärkere Invariante, nämlich die Menge der ausgezeichneten Dynkin-
diagramme zu einer isolierten Hyperflächensingularität, durch die sich die Klassen der 0-,
1- und 2-modularen Singularitäten unterscheiden lassen. Diese Diagramme beschreiben
das Schnittverhalten einer durch eine geometrische Konstruktion ausgezeichneten Basis
des Milnorgitters.

Bekannt ist: Vereinfacht sich eine Singularität 5 in eine Singularität 6, so läßt sich
jedes ausgezeichnete Dynkindiagramm zu 6 als Teilgraph in ein ausgezeichnetes Dynkin-
diagramm zu 5 einbetten. Daher ist es natürlich zu fragen, wann ein solches Einbettungs-
verhalten vorliegt und ob dem eine Vereinfachung zwischen Singularitäten entspricht.
Allerdings scheint die Menge der ausgezeichneten Dynkindiagramme zu einer Singulari-
tät unüberschaubar zu sein, und die Beantwortung dieser Frage ist schon von daher äußerst
schwierig. Brieskorn hat aufgrund seiner Untersuchungen für die unimodularen Singula-
ritäten die Vermutung geäußert, daß aus einer solchen Teilgraphbeziehung zwischen zwei
Dynkindiagrammen stets eine Vereinfachung folgt ([Br4]). Er konnte diese Vermutung in
einer Reihe von Fällen beweisen.

Vergleicht man nun, ohne die Bewertung zu berücksichtigen, das Einbettungsverhalten
sehr spezieller, von Gabrielov und Ebeling (vgl. I.4.1) bestimmter ausgezeichneter Dynkin-
diagramme mit den von uns betrachteten Vereinfachungen der bimodularen exzeptionellen
Klassen, so findet man zwar einige Vereinfachungen, denen kein Einbettungsverhalten ent-
spricht; aber umgekehrt gibt es zu jeder Diagrammeinbettung eine Vereinfachung.

Bei der Betrachtung der Einbettungsrelation spezieller Diagramme für andere bimo-
dulare Klassen stießen wir auf Beispiele der folgenden Art:

Es gibt ein ausgezeichnetes Dynkindiagramm der unimodularen Klasse ⇢14, das sich
– auch unter Berücksichtigung der Bewertung, wie uns Ebeling zeigte – zu einem aus-
gezeichneten Dynkindiagramm der bimodularen Klasse ,1,0 ergänzen läßt. Andererseits
zeigt eine Betrachtung der Tjurinazahlen, daß ,1,0 ! ⇢14 nicht möglich ist (II.2.2.2).

Diese Beobachtungen waren für uns Anlaß, das Vereinfachungsverhalten der niedrigs-
ten Klassen der bimodularen Serien genauer zu untersuchen, zumal wir erwarteten, daß
eine solche Untersuchung, verglichen mit der der bimodularen exzeptionellen Klassen,
einfacher ausfallen würde. Diese Erwartung hat sich außer für die Klasse *1,0 bestätigt.

Das zweite Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit, das ebenso in der Tabelle im
Anschluß an diese Einleitung erfaßt ist, ist die Bestimmung aller Vereinfachungen der
Singularitäten aus den Klassen der bimodularen Serien

�3,0, /1,0,&2,0,,1,0, (1,0 und *1,0

in die uni- und bimodularen Singularitäten. Es finden sich hier genau vier Vereinfachungen,
für die gilt:

-
9�! . , aber nicht: - 8�! . .

Es sind dies die Paare:

(- ,. ) = (,1,0, ⇢14), ((1,0, ⇢13), (*1,0, /13)
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und
(*1,0,)2,3,9).

Für die von uns betrachteten speziellen ausgezeichneten Dynkindiagramme gilt auch
hier: Für jede Diagrammeinbettung ohne Bewertung existiert eine Vereinfachung der
zugehörigen Klassen.

Eine weitere interessante Invariante einer isolierten Hyperflächensingularität ist das
Spektrum, ein Tupel rationaler Zahlen, das eng mit den Eigenwerten der Monodromie
zusammenhängt und über eine gemischte Hodge-Struktur definiert wird.

Nach einer Vermutung von Arnold ([Ar4]) folgt aus einer Vereinfachung zwischen zwei
Singularitäten eine (leicht zu verifizierende) Adjazenbeziehung zwischen den zugehörigen
Spektren. Diese Adjazenbeziehung haben wir in einer Reihe von Fällen bestimmt. In allen
von uns untersuchten Vereinfachungen konnten wir die Vermutung von Arnold bestätigen,
die in jüngster Zeit von J.H.M. Steenbrink bewiesen wurde.

Bei einem Vergleich der Spektrenadjazenzen mit dem Verhalten der speziellen Dyn-
kindiagramme stießen wir auf das folgende Beispiel, von dem wir mit einem Hinweis von
W. Ebeling beweisen konnten:

Es existiert ein ausgezeichnetes Dynkindiagramm zu der unimodularen Klasse ⇢14, das
mit Bewertung als Teilgraph in einem ausgezeichneten Dynkindiagramm der bimodularen
Klasse (•1,1 enthalten ist. Es existiert aber keine Vereinfachung zwischen diesen Klassen.
Damit ist die von Brieskorn geäußerte Vermutung widerlegt (vgl. III).

Zu den Methoden:

a) Betrachtung der Invarianten
Fast alle Resultate der Form nicht(- ! . ) erhalten wir durch die Untersuchung der

Invarianten der Singularitäten. Durch eine Betrachtung einfacher Invarianten wie Korang
und Milnorzahl lassen sich die möglichen Fälle von Vereinfachungen bereits wesentlich
einschränken. Ein notwendiges Kriterium für eine Vereinfachung ist die primitive Einbett-
barkeit der Milnorgitter. Ob zwei Milnorgitter primitiv ineinander einbetten, läßt sich mit
Hilfe ihrer Diskriminantenformen entscheiden. Diese Methode werden wir in Anlehnung
an die Arbeit [Ni] von V.V. Nikulin darstellen.

Zur Berechnung der Diskriminantenformen benutzen wir die Arbeit [Eb2] von W. Ebe-
ling. Ebeling gibt für die meisten von Arnold klassifizierten Singularitäten Dynkindia-
gramme sowie Signaturen und Zerlegungen der Milnorgitter an. Aus diesen Invarianten
lassen sich die Diskriminantenformen leicht berechnen.

b) Analyse der Gleichungen
Die Fälle, in denen - ! . nicht durch eine Betrachtung von Invarianten ausgeschlos-

sen werden kann, sowie Resultate der Form -
9�! . , - 8�! . und Resultate der Form

-
9�! . , aber nicht - 8�! . werden bewiesen, indem wir für geeignete 5 2 - , 6 2 .

Deformationen 5 ! 6 durch eine Analyse der Gleichungen beweisen. Hierzu genügt es,
eine transversale Scheibe

) : CA �! m2(=)
mit

) (C) = 5 +
A’
8=1

C8k8, k1, . . . ,kA erzeugen m2/m� 5 ,
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an den Rechtsorbit von 5 zu untersuchen.
Die Untersuchung, für welche Parameter C die Singularitäten ) (C) `-homotop zu 6

sind, führt auf algebraische Bedingungen an die Parameter C 2 CA . Ist 6 stabil-äquivalent
zu einer Kurvensingularität, so leiten wir die Bedingungen mit Hilfe des Systems der
Multiplizitätensequenzen dieser Kurvensingularität her. In den anderen von uns betrach-
teten Fällen ist 6 stabil-äquivalent zu einer Flächensingularität mit der Multiplizität drei.
Wir können uns dann mit einer Methode von C.T.C. Wall auf die Untersuchung von
Kurvensingularitäten reduzieren.

Die Berechnungen expliziter Lösungen der algebraischen Bedingungen führt auf stetige
Familien 5C mit 50 = 5 und 5C ⇠` 6 für C < 0. Viele Vereinfachungen 5 ! 6 folgen
bereits aus der Angabe solcher stetigen Familien. Für quasihomogenes 5 läßt sich die
Untersuchung wesentlich vereinfachen, wenn man transversale Scheiben mit C⇤-Aktion
benutzt.

Zur Gliederung:
In Kapitel I haben wir die für unsere Untersuchung grundlegenden Begriffe und Er-

gebnisse aus der Theorie isolierter Hyperflächensingularitäten zusammengetragen. Diese
sind weitgehend bekannt, wenn sie auch in der Literatur nur verstreut zu finden und in
den verschiedenen Arbeiten nicht einheitlich dargestellt sind. Kapitel I ist daher recht
ausführlich.

Die Kapitel II und III sind zentral. Hier findet der Leser die Präzisierung der Auf-
gabenstellung, die Hauptresultate der Arbeit, sowie bekannte Vereinfachungsergebnisse,
soweit sie mit unserer Untersuchung in Zusammenhang stehen. Ferner werden der Aufbau
der Beweise zu den Hauptresultaten erläutert und allgemeine, kurze Teile der Beweise
ausgeführt.

Die Methoden für die Untersuchung der primitiven Einbettungen von Milnorgittern,
die Untersuchung der transversalen Scheiben und die Methoden zur Aufstellung der alge-
braischen Bedingungen werden in Kapitel IV dargestellt.

Kapitel V zerfällt in zwei unabhängige Teile. In V.1 untersuchen wir die primiti-
ven Einbettungen von Milnorgittern, um Vereinfachungen zwischen Singularitäten auszu-
schließen. In V.2 beweisen wir durch eine Analyse der Gleichungen die Aussagen 5 6! 6,
die nicht durch eine Betrachtung der Invarianten nachgewiesen werden können, sowie die
Aussagen 5 ! 6, die nicht aus den von uns angegebenen stetigen Familien folgen.

Wie aus dem Inhaltsverzeichnis ersichtlich ist, verläuft jede der Untersuchungen in
V.2 in drei Stufen: Zunächst werden transversale Scheiben berechnet, sowie die Reduktion
auf Kurvensingularitäten ausgeführt (Allgemeiner Teil bzw. Vorbereitung der Analyse der
Gleichungen).

Im nächsten Schritt werden für mehrere Singularitätenklassen simultan die algebrai-
schen Bedingungen hergeleitet (Aufstellen der Gleichungen). Schließlich untersuchen wir
im letzten Schritt das Lösungsverhalten der so gefundenen Gleichungssysteme (Analyse
der Gleichungen).

Die Tabellen zu den Ergebnissen aus Kapitel III und die Tabellen mit den Normalfor-
men und Invarianten der Klassen von Arnold sind in Anhang A zusammengefaßt.

Das in Anhang B angegebene Computerprogramm wurde für die Herleitung der alge-
braischen Bedingungen in Kapitel V.2 verwendet.

Wir weisen noch auf einige besondere inhaltliche Punkte der Arbeit hin.
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• Auf die Klassifikation von Arnold gehen wir in I.3 ein.

• Die Singularitäten einer Arnoldschen Klasse sind `-homotop. In I.2.4 gehen wir auf
`-Homotopie sowie `-Vereinfachung und deren Eigenschaften ein. In I.5 zeigen wir,
daß verschiedene Arnoldsche Klassen in verschiedenen `-Homotopieklassen liegen.
Wir erörtern die Frage, ob die Modularität längs `-Homotopieklassen konstant ist.

• In II.4.1 geben wir einen ausführlichen Beweis für die Invarianz der Menge der
ausgezeichneten Dynkindiagramme unter `-Homotopie.

• In IV.1.5 behandeln wir die primitive Einbettbarkeit von geraden Gittern mit eindi-
mensionalem Kern in ein gerades, nicht ausgeartetes Gitter.

• Auf monomialen transversalen Scheiben quasihomogener Singularitäten ist eineC⇤-
Aktion definiert. Wir leiten hieraus in IV.2.2 einige Folgerungen her, die die Analyse
der Gleichungen in V.2 wesentlich erleichtern. Wir übertragen ferner zwei Ergeb-
nisse für semiuniverselle Deformationen mit C⇤-Aktion auf transversale Scheiben
mit C⇤-Aktion, die einer zusätzlichen Eigenschaft genügen.

• In V.2.6 gehen wir kurz auf eine zusätzliche Gruppenoperation für die quasihomo-
gene Singularität aus *16 ein. Ferner geben wir für zwei durch ihr Vereinfachungs-
verhalten ausgezeichnete Singularitäten aus *1,0 andere Gleichungen an, die eine
zusätzliche Symmetrie besitzen.

• Zwischen bestimmten Klassen von Flächensingularitäten und bestimmten Klassen
von Kurvensingularitäten wird durch die Reduktionsmethode von C.T.C. Wall eine
Bijektion definiert. Wir zeigen in Anlehnung an Methoden seiner Arbeit [Wa], daß
diese Bijektion die Vereinfachungsrelation respektiert (IV.3.2).

Die Untersuchung der Vereinfachungen in dieser Diplomarbeit ist wie folgt aufgeteilt:
Richard hat die Vereinfachungen der Klassen

�3,0, ⇢18, ⇢19, ⇢20
/1,0, /17, /18, /19
&2,0,&16,&17,&18

Dieter die Vereinfachungen der Klassen

,1,0,,17,,18
(1,0, (16, (17

und Franz die Vereinfachungen der Klassen

*1,0,*16

untersucht.
Ursprünglich waren dies drei Einzelthemen. Die Themenstellung legte es jedoch nahe,

diese Arbeit gemeinsam zu verfassen.
Dazu waren aufgrund der unterschiedlichen Ansätze intensive Diskussionen und Um-

arbeitungen der Entwürfe erforderlich. Sowohl im Aufbau als auch bei den Methoden
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haben wir uns um eine kohärente Form der Darstellung bemüht. Dies gilt insbesondere
für Kapitel V.

Wir möchten J. Wahl, K. Wirthmüller, C.G. Gibson, U. Karras und vielen anderen für
ihre Gesprächsbereitschaft danken, ebenso dem RHRZ für die Benutzung der Rechenan-
lage. Franz dankt der Studienstiftung des deutschen Volkes für die finanzielle Förderung.

Unser besonderer Dank gilt Dr. W. Ebeling für die gute Betreuung, Prof. E. Brieskorn
für die Anregung zu dieser Arbeit sowie für wichtige Impulse und unseren Eltern für die
Unterstützung.

Bonn, den 1. Mai 1984
Die drei B’s
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�3,0 ⇢18 ⇢19 ⇢20 /1,0 /17 /18 /19 &2,0 &16 &17 &18 ,1,0 ,17 ,18 (1,0 (16 (17 *1,0 *16

*16 •
*1,0 •
*12 • •
(16 •
(#

1,2 •
(#

1,1 • •
(1,2 •
(1,1 • • •
(1,0 • • •
(12 • • • • •
(11 • • • • •
,17 •
,#

1,2 •
,#

1,1 • •
,1,2 •
,1,1 • • •
,1,0 • • •
,13 • • • • •
,12 • • • • • • •
&17 •
&16 • • •
&2,3 •
&2,2 • •
&2,1 • • • • •
&2,0 • • • • • •
&12 • • • • • • • • •
&11 • • • • • • • • •
&10 • • • • • • • • •
/18 •
/17 • • •
/1,3 •
/1,2 • •
/1,1 • • • • • •
/1,0 • • • • • •
/13 • • • • • • • • • 4 •
/12 • • • • • • • • • • • •
/11 • • • • • • • • • • • •
⇢19 •
⇢18 • • •
�3,3 •
�3,2 • •
�3,1 • • • • • •
�3,0 • • • • • •
⇢14 • • • • • • • • • • 4 • • • •
⇢13 • • • • • • • • • • • • • • 4 • • •
⇢12 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •

• : - 8�! .

4: - 9�! . , ABER NICHT -
8�! .

Tabelle 1: Die vollständige Liste der Vereinfachungen der bimodularen exzeptionellen
Singularitätenklassen in die bimodularen und die exzeptionellen unimodularen Singulari-
tätenklassen (siehe Theoreme 1 und 2 in Kapitel III).
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Ergebnisse vom Typ -
8�! )%,&,':

- (%,&, ') 
*16 (5, 5, 5); (4, 4, 7); (2, 4, 9)
*1,0 (4, 4, 5); (3, 4, 6); (2, 4, 7); (2, 3, 8)
(17 (3, 6, 6); (3, 5, 8); (3, 4, 9); (2, 5, 9); (2, 3, 10)
(16 (3, 5, 7); (3, 4, 8); (2, 4, 9); (2, 5, 8)
(1,0 (3, 5, 5); (3, 4, 6); (3, 3, 7)
,18 (2, 7, 7); (2, 6, 9); (2, 5, 10)
,17 (2, 6, 8); (2, 5, 9); (2, 3, 11)
,1,0 (2, 6, 6); (2, 5, 7); (2, 4, 8)
&18 (3, 3, 11)
&17 (3, 3, 10); (2, 3, 11)
&16 (3, 3, 9)
&2,0 (3, 3, 7)
/19 (2, 4, 12); (2, 3, 13)
/18 (2, 4, 11); (2, 3, 12)
/17 (2, 4, 10); (2, 3, 11)
/1,0 (2, 4, 8)
⇢20 (2, 3, 14)
⇢19 (2, 3, 13)
⇢18 (2, 3, 12)
�3,0 (2, 3, 10)

Eine Vereinfachung -
8�! )%,&,' liegt genau dann vor, wenn das Triple (%,&, ') kleiner oder

gleich einem Tripel in der für - aufgeführten Liste ist.

Ergebnis: *1,0
9�! )2,3,9, ABER NICHT *1,0

8�! )2,3,9.

Tabelle 2: Die vollständige Liste der Vereinfachungen der bimodularen exzeptionellen
Singularitätenklassen in die unimodularen Singularitätenklassen vom Typ )%,&,' (siehe
Theoreme 1 und 2 in Kapitel III).
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